La comprension de la divisibilidad en N.
Un analisis implicativo

Samuel D. Bodf, Julia Valls’, Salvador Llinares

“I.LE.S. Professor Manuel Broseta, Banyeres de Mardieante, Espafia
samueldbodi@telefonica.net
" Departamento de Innovacién y Formacién Didactiaziyersidad de Alicante, Espafia
julia.valls@ua.es
http://www.ua.es/dpto/difd/quienes/index.html
™ Departamento de Innovacién y Formacién Didactiasyersidad de Alicante, Espafia
sllinares@ua.es
http://www.ua.es/dpto/difd/quienes/index.html

Resumen.Este estudio analiza la comprension de estudialgesecundaria sobre la divisibilidad en N y la
relacion de dicha comprension con los diferentesddasode representacion: decimal y factorial. El
cuestionario administrado incluia tareas que deatzamd a los estudiantes movilizar sus ideas solsre la
diferentes acepciones léxicas asi como los sigwifis dados a sus equivalencias (P es divisor de QQ es
multiplo de P = P es un factor de Q= Q es divisible por P). El diagrama de similarit@dmostrado la
existencia de seis grupos de items indicando qeertgprension de las diferentes relaciones que efefah
esquema de divisibilidad en N esta relacionadal@®@modos de representacion. Estos seis gruposcegar
mostrar las trayectorias de aprendizaje de la illilidad indicando la manera en la que una mera
comprensién procedimental de los conceptos nofesesie para superar las demandas cognitivas gdasr
cuando los numeros estan representados factoridroen grandes exponentes en los factores.

1 Introduccion

Las investigaciones sobre la comprension de losequins de la Teoria Elemental de Nimeros han pdesto
manifiesto la existencia de dificultades y la n&tas$ de una mayor indagacion (Dubinsky, 1991; Veugh
1994; Zazkis y Campbell, 1996; Campbell, 2000).nhayoria de los trabajos en este campo se hanaéaliz
principalmente con estudiantes para maestros yedobrcontenidos matematicos que se deben ensefiar y
menor medida sobre la comprension alcanzada paessliantes de secundaria. De ahi que el andbsla
comprension de los estudiantes de secundaria fohreisibilidad sea en estos momentos un campntéeés
educativo.

1.1 Ladivisibilidad en la Educacion Secundaria y los mmdos de representacion de los nimeros

La ensefianza de la divisibilidad en el conjuntdodenimeros naturales forma parte de los curriciéolos
alumnos de 10 a 14 afos, dependiendo de los ptenestudios. En las primeras décadas del sigladpdaa
divisibilidad en la educacion primaria se vinculGeatudio de las magnitudes, pero a lo largo dgbskX el
estudio de la divisibilidad se consider6 como ungpjgdad entre niimeros con representacion decsad
enfoque condujo a enfatizar un marcado caractezegimental del Teorema Fundamental de la Aritmética
(Sierra et al., 1989; Gascon, 2001).

El curriculo de educacion secundaria consolidactwgenidos de divisibilidad introducidos en priraayi
plantea las equivalencias entre las distintas aoegs léxicas de divisibilidad:Q es miltiplo de P= P es
divisor de Q < Q es divisible por P= P es un factor de Q"Sin embargo, en el curriculo de secundaria existe
poca mencién de las relaciones entre las diferemg®esentaciones de los nimeros y su integracioal e
esquema de divisibilidad. A este respecto, un sisatie los libros de texto (Bodi, 2006) ha mostrgde la
divisibilidad entre nimeros con representacionoiaat es escasamente planteada. El modo de repaiessn
factorial se ha utilizado principalmente de man@m@cedimental para calcular el maximo comun divigai
minimo comin multiplo de dos o mas numeros, y agureces para la obtencién de todos los divisaeamd
namero.
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1.2 Lacomprension de la divisibilidad en N

Algunas investigaciones sobre la comprension déivsibilidad se han centrado en (a) el analigslal
comprension de las relaciones entre las acepcigx@sas “multiplo”, “divisor”, “factor”; “ser divishle” y
“divisor”, y (b) el papel que desempefian las regmtariones decimal y factorial en la comprensiénlad
divisibilidad.

Entre las primeras, Zazkis (2000, 2002) analiz&ctagexiones que los estudiantes para maestro esiail
entre factor, divisor, maltiplo, minimo comdn mpla, maximo comun divisor. Zazkis (2000) indica das
estudiantes asociaban el concepto de divisor coppéaacion de dividir y el concepto de mdltiplo dan
operacion de multiplicar, mostrando una comprengiéompleta del concepto de factor y que los eahids
realizaban un intercambio constante e incoherente el lenguaje formal y no formal. Por ejempltser
divisible” - relacién entre dos nimeros- eratitwigdo por “ser dividido” - un nimero que pueds dividido
por otro. Desde estos resultados Brown et al. (RD@iden en la necesidad de establecer la equie@ddgica
de las acepciones@ es divisible por B " Q es un multiplo de P "; " P es un factor de Q ",P es un divisor
de Q. Los resultados de este estudio ratifican la tecidede los estudiantes a asociar los conceptoévii®r
con la operacion de dividir y la importancia dectamprension de la descomposicion Unica de los rusner
naturales como producto de factores primos. Entasiigaciones ponen de manifiesto que un pringgcs a
considerar en el andlisis de la comprensién devlaikilidad en N deberian ser las relaciones elasedistintas
acepciones léxicas de la divisibilidad.

Por otra parte, Zazkis y Gadowsky (2001), ZazkiSaypbell (1996) y Brown et al. (2002) sefialan que |
manera en la que se representaban los nimerosaleatunfluia en el nivel de éxito en la resoluciba
determinadas tareas y en la manera en la que @stasresueltas. En estas investigaciones los astedj
independientemente del modo de representacionsdedimeros, recurrian mayoritariamente a la reptasiém
decimal para resolver las tareas propuestas. Estakados indican que la representacion decinfiattorial de
los nimeros naturales parece influir en la manerka €ue los estudiantes dotan de sentido a lasa®obre
divisibilidad. Un aspecto que resalto la investigade Zazkis y Liljedahl (2004) fue que la comwién de los
nameros primos esta vinculada a los modos de memaEson y a las relaciones entre los nimeros. &dem
Zazkis y Campbell (1996) indican que los alumnosnm@nden mas facilmente la divisibilidad que la
indivisibilidad. Desde estos resultados se desgrejg la construccion de la conexién entre la ihilidad y la
descomposicion en factores primos parece contrégngrmemente a comprension de la divisibilidad.

Por otra parte, las investigaciones de Bodi €R805) y Bodi (2006) han puesto de manifiestoeleesidad
operatoria que evidencian los estudiantes de sadanghara discutir los conceptos de divisibilidadals
dificultades que presentan en la coordinacion aeqsos y la importancia que tiene la descomposieidn
factores primos en la comprensién de la divisibdid Los objetivos planteados en la investigaciérBadi
(2006) se dirigian a profundizar en la comprensiéros alumnos de Educacion Secundaria (12 a 1) al@éd
concepto de divisibilidad en el conjunto de los efms naturales, concretandose en (a) estudiaoiatm$ de
conocer la divisibilidad en el conjunto de los ndosenaturales y los mecanismos que utilizan es®allmnos,
usando el marco tedrico constructivista APOS, )y ddracterizar los niveles de desarrollo del esguelm
divisibilidad en el conjunto de los nimeros nasalos resultados de esta investigacion vistodedelsmodelo
APOS de comprension (Dubinsky, 1991; Asiala et98l6) subrayan que el desarrollo del esquema de
divisibilidad esta determinado por la capacidadodeestudiantes para establecer las relacionesdizmonales
entre los topicos del esquema de divisibilidadedeinando divisores y no divisores, multiplos ymadltiplos
de un namero natural a partir de su representdaigtorial, asi como el uso que hacen de los saufis de
maximo comun divisor y minimo comin multiplo usamtif@rentes procedimientos y la relacién que estad
entre ellos.

La investigacion que se presenta aqui tiene corjatiad profundizar en el analisis de la comprengiérios
estudiantes de secundaria sobre la divisibilidadNey la relacién de dicha comprension con los difiees
modos de representacion de los nimeros naturalespilesentacion decimal y la representacion fattor
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2 Metodologia

2.1 Participantes

371 estudiantes de centros publicos de ensefiammdsgia participaron en esta investigacion. 120
estudiantes de 1° de ESO, 137 de 4° de ESO y 112 de Bachillerato. La muestra elegida para reaks
cuestionario es sesgada, disponible e intencional.

2.2 El Cuestionario

Para disefar el cuestionario se han analizadm$agadpectos curriculares de divisibilidad en leeBarza
secundaria, (b) 10 libros de texto de matematimaddde ESO, y (c) se ha realizado una revisiohage
investigaciones previas de divisibilidad (Zazki€gmpbell 1996; Brown et al., 2002). Desde estodisisi&e
determind el contenido del cuestionario en: midspy divisores de un nimero; criterios de divigiail por 2,
por 3, por 5y por 9; nimeros primos y compuestastorizacion de un niumero y maximo comun divisor y
minimo comdn multiplo. A continuacion, se elabortawcoleccion de problemas que se usaron como nédsre
para la disefiar un cuestionario piloto. Una vezadbo el cuestionario piloto (Bodi et al., 2005)digefi6 el
cuestionario definitivo formado por 10 cuestionesnytotal de 40 items (mirad anexo). El nimerotelms de
cada cuestion es distinto, varia entre un itenaguestiones dos y seis y los ocho items dergepaicuestion,
y es debido (a) a la procedencia de las cuestidbgsa las dificultades que éstas pudieran plant@atos
distintos cursos y (c) al tiempo disponible pareekizacion de la prueba.

Los items se simbolizaron mediante un namero inigiae indicaba la cuestion, una letra que sefiathba
apartado, y en algunos casos un segundo numerindigaba la posicion del item dentro del apartdeior.
ejemplo, el item

“Consideremos elimeroM = 3* x 5 x 7. ¢, M es divisible por 5? Explica tu respu&sta

Quedo6 simbolizado como 4b1 ya que se refiere aatado 1 del apartado b, correspondiente a ktiéne
4,

El disefio de este cuestionario se ha vinculadoes dimensiones, (a) los elementos mateméaticos de
Divisibilidad (multiplo, divisor, ser divisible, nxdmo comun divisor y minimo comin mudltiplo de dosnds
nameros, (b) los modos de representacion (decimédctorial), y (c) las relaciones entre los elerent
matematicos (bicondicionales, conjuncién l6gicaydicional y contra reciproca). Estas tres dimaresohan
caracterizado los objetivos de los diferentes items

Los items de la cuestion 1 y la cuestién 2 pretandéterminar como el estudiante establece relesientre
los elementos divisor, mdultiplo, ser divisible, tilbs y divisores comunes entre nimeros con reptasion
decimal. Los items de la cuestion 3 tenian cometivij identificar cédmo los estudiantes movilizars lo
significados de ser divisible desde los critededivisibilidad. Por su parte, los items de lasstiones 6, 7y 8
pretendian determinar como los estudiantes moniliaa significados y relaciones entre los elememdkiplo
y multiplos comunes o divisor y divisores comunds items pretendian también determinar el gd&lo
influencia de los modos de representacion en lapcemsion de los diferentes tépicos de divisibilid®dr
ejemplo, los items de la cuestion 4 que tienen cobjetivo analizar si los estudiantes comprendeidda de
“multiplo” y “ser divisible” independientemente edos modos de representacion. Las tareas de &id@uéd
tienen como objetivo determinar cémo el estudiasti@blece relaciones entre “divisor” (factor) y fttiplo”
desde la representacion factorial y decimal denloweros. Finalmente, las cuestiones 9 y 10 perraitatfizar
cémo los alumnos establecen relaciones entresttii “multiplo” y “ser divisible” independientemén del
modo de representacion empleado. Este cuestidit@iesado inicialmente en la investigacion de §ad06).

2.3 Aplicacion y andlisis cuantitativo del cuestionario
El cuestionario se paso en las clases habitualéssddumnos, con una duracion de 50 minutos, selgs

estudiantes hubieran recibido informacion previares®! contenido de las tareas. Para contestarestionario
se permitié el uso de la calculadora cientificaapfacilitar las respuestas y los calculos de |dadéntes,
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observar la habilidad de los estudiantes para @aual calculo de representaciones decimalesignelstr su
confianza.

Las repuestas al cuestionario se codificaron dadaticotdmica, 0 6 1, segun la respuesta fueseatarp
incorrecta, situandose de esta manera el rangamteacion entre 0 y 40. Se calculé el indice deulifd, la
homogeneidad, el coeficiente de fiabilidad (AlpleaGtonbach), el andlisis factorial y la generalilddd de la
prueba, ajustdndonos a las caracteristicas cafetdes basicas, utilizando el programa SPSS 11.5.

Los resultados del coeficiente Alpha de Cronbaolstraron que la consistencia interna del cuestiorh
la investigacion es alta, siendo de 0,8779 en lestna global. De igual modo la generalizabilidadlés, puesto
que en la muestra global el coeficiente de geizalkilidad respecto a otros items es de 0,8767cpeficiente
de generalizabilidad respecto a otros alumnogd&s3B79. Ademas se realiz6 un analisis de facfriesipales
usando el software SPSS (Bodi, 2006).

Posteriormente se ha llevado a cabo un analisibcatipo de las respuestas de los estudiantes medé
software CHIC (Classification Hiérarchique Implicvat et Cohésitive) (Bodin et al., 2000). El diageamte
similaridad permite agrupar grupos de items en ifunce su homogeneidad lo que puede permitir la
interpretacién conceptual con que manejan los absneada grupo de tareas. La grafica implicativagt al.,
1997) pone de manifiesto las implicaciones entseviiables, indicando que el éxito en una deteaddrtarea
implica el éxito en otra relacionada. Los resultade la muestra total de este analisis es lo qpeesenta en
esta comunicacion.

3 Resultados

3.1 Anadlisis de similaridades

En la Figura 1 aparece el grafico de relacionesiméaridad de la muestra total

D1 D5 D2 D3 D6 D4
N A A
/'1/ \ (_L\ O ~@ N D %)

2 2 O <
I F TP RS 0 PR R PP E AT P PP T F o 9

7R

|

Fig.1 Diagrama de similaridad de las respuestasadealumnos en las tareas del cuestionario

El diagrama muestra las conexiones de similaridace das variables del estudio referidas al éxaolab
estudiantes en las tareas de divisibilidad en ebttmnario y que comprenden los significados detipid)
divisor y las relaciones ser divisible y ser mditipn representacion decimal (en las cuestion2sy13), la idea
de multiplo y divisor en representacion factorigirppiedades (en las cuestiones 4, 5, 9 y 10aas0 las ideas
de multiplos y divisores comunes (en las cuesti@esy 8). Los cuarenta items del cuestionario dueedado
agrupados (Figura 1) en seis grupos, denominadosDR]1 D3, D4, D5 y D6, donde los cinco primeros se
presentan al 90% de conexién estadisticamentdisagiia.
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Los grupos de similaridad quedan constituidos pohdmogeneidad entre las tareas e identificados del
siguiente modo: el grupo de similaridad D1 (itera%,11a2, 1a3, 1a4; 1cl; 2; 4d; 5a, 5b, 5¢; 6; Baya, 7d y
8a, 8b1l, 8b2) lo integran las variables que indleautilizacion de las expresiones decimales eaplaacion y
uso de los significados de mdltiplo y divisor, tansformacion de la representacion decimal de umend en
productos de factores, los procedimientos de aaldelmultiplos y divisores comunes de un niUmeroraly su
aplicacion en contexto real.

El grupo D2 (items 3a, 3b, 3c y 9a, 9b, 9c) comtils variables que corresponden al uso de lagiaces
“ser divisible” (criterios de divisibilidad) entr@imeros con representacion decimal, “ser divisBreg divisor
de Q) y “ser multiplo” (Q es mdltiplo de P) entn@nmeros representados factorialmente.

El grupo D3 lo constituyen los items de la cuesti@ cuya resolucion se ve favorecida por el ustade
propiedad de la divisibilidad “SiP/Qy P /& P/ (Q+R)".

El grupo D4, formado por los items de la cuestiéaxdepto el item 4d, incluye las variables que hace
referencia (a) al uso del significado de “M es sible por” ndmeros primos o compuestos, formadas po
factores que estan o no en la descomposicion éaréacprimos del nimero M y (b) al uso de la idser“
multiplo de” otro nimero, ambos descompuestos etorfes primos. Por otra parte, hay que sefialarefjue
analisis implicativo ha dejado fuera del grupo D&em 4d, perteneciente a la cuestion 4. Este itema parte
del grupo D1 e incluye la variableser mdltiplo de” otro ndimero, estando ambos nUmmetambién
descompuestos en factores primos, si bien el poimergran tamafio lo que, en consecuencia, impidiécede
la calculadora o la interpretacion del resultado.

El grupo D5 (items 1c2 y 1¢3) incluye la variabder divisible” entre niimeros con representaciorintkdc
En estos dos items se pregunta si el nUmero 2Wisibkd por nimeros de una, dos, tres y cuatnasjfmenores
gue 2500, o si estos numeros son divisibles poreafpectivamente.

El grupo D6 esta formado por un Unico item, el gdalcuestion 1. Este itehace referencia al uso de la
idea “ser multiplo” entre numeros representadasspaxpresion decimal.

3.2 Los modos de representacion y la idea de unicidagda descomposicion factorial

El uso que hacen los estudiantes de los modos ptesentacion (decimal o factorial) de los nameros
naturales y la asuncién de la unicidad de la depositién factorial de un nimero natural resultadamental
en la discriminacion de los grupos de similaridatenidos. La significacién de esta evidencia seifieata en
la configuracion de los grupos D4 y D3 en los qeepgile la determinacion de la idea “ser divisibdgitre
nameros representados factorialmente (items 4a)y dtbla idea de ser miltiplo cuando ambos ndmeros
aparecen expresados mediante la representaci@ridgftem 4c) y de la propiedad “SiP/ Qy P# P/
(Q+R)” (cuestién 10), donde uno de los sumandoseapaexpresado mediante la descomposicion factémal
la resolucion de estos items, los alumnos marsdfiestayoritariamente la tendencia de obtener lasgptacion
decimal para realizar la divisién y comprobar euttado. Pocos alumnos usan las equivalencias fatier y
divisor, entre factor y multiplo o las propiedadiesla divisibilidad.

La importancia del uso de los modos de repres@miggara la compresion de la divisibilidad vuelve a
manifestarse en el grupo de similaridad D2 dadoequia cuestion 9

“Sabiendo que: 1001 =7 x 11 x 13 y 91 = 7 x dSpncorrectas las siguientes afirmaciones? Justifica t
respuesta:
9a) 91 no es divisor de 1001.
9b) 77 es divisor de 1001.
9c¢) 2002 no es multiplo de 13"

los alumnos requieren de la representacion dedm&s nimeros para estudiar las ideas de “seiptadly
“ser divisor” cuando al menos uno de los nimere@seqe expresado mediante la descomposicidn factoria

3.3 Las relaciones entre los conceptos que integranedquema de divisibilidad
En cada uno de los grupos de similaridad formadosdentificaron relaciones entre los conceptos de

divisibilidad que muestran el “grado d®nectitud del esquema de divisibilidad y por tanto un nivs
comprension del esquema. En el grupo D4 se eféefiidmera conexion entre los items 4b2 y 4b4.
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“Consideremos el nimero M 285 x 7.
4b2) ¢ M es divisible por 27
4b4) ¢ Por 11? Explica tu respuésta

Estos items implican la divisibilidad del nimero=V8® x 5 x 7 por dos nimeros primos (2 y 11) que no
aparecen en la misma. En el siguiente nivel seatandos items 4b3 y 4b5,

“Consideremos el nimero M 285 x 7.
4b3) ¢ M es divisible por 9?,
4b5) ¢ Por 157 Explica tu respuésta

que requieren la divisibilidad del nUmero M por ddsneros compuestos (9 y 15) que si forman parta de
descomposicién factorial de M.

En las respuestas del cuestionario, los alumnostnamemayoritariamente la necesidad de tener logenis
expresados mediante su representacion decimaldpsmatir la divisibilidad y esta primera agrupacidarece
evidenciar que la idea de “no ser divisible” preaanas dificultades a los estudiantes que la dedisésible”,
dado que 2 y 11 son dos numeros que no aparedendescomposicion factorial de M. Este hecho subtay
importancia de una comprension conceptual de leidad de la descomposicion en factores primos.oftar
parte, 9 y 15 son factores compuestos que apaesckndescomposicion factorial, aunque su obsemawd es
evidente a primera vista y genera nuevas dificalkaalos alumnos.

En un nivel posterior se conectan los dos subgrapteriores, y luego con el item 4b1l. El item 4hflica
la divisibilidad de M por un nimero primo de la d@sposicidn factorial con exponente 1 (5). Pordatd
vinculacion entre “ser divisible” y la representactifactorial depende de si el posible divisor Ruesfactor
primo (5), un factor compuesto de la representafaétorial (9, 15), o bien es un nimero primo gaeesta en
la descomposicién factorial (2, 11). Todas estagxiones tienen un coeficiente de similaridad soper0,997.
La conexién siguiente se establece con el itendiasipilidad por7). La dltima conexion se realiza con el item
4c, que se refiere a la idea de “ser miltiplo” dwmros dos numeros estan expresados mediante su
representacion factorial. En este caso el indicgrdéaridad es de 0,97.

El concepto de divisibilidad y la relacién que ntteescon la indivisibilidad requieren una comprensio
conceptual de la unicidad de la descomposicidnaetorfes primos (Zazkis y Campbell, 1996) por lo dae
comprension de la unicidad de la descomposicittoifiat en factores primos conduce mas faciimerfirmas
generalizadas de la divisibilidad.

El hecho de que el grupo D4 (items 4a, 4bl, 4b3, 4b4, 4b5, 4c) no tenga conexidn en el gréafico de
similaridad con el resto de grupos parece destadarportancia de la comprension de la “indivisdald” entre
nameros con representacion factorial. En los itéd&sy 4b4 de la cuestion 4 se pregunta por laibiliad de
M por nimeros que no aparecen en su descomposiatorial. En el item 4c¢

“Consideremsel nimero M = 3x 5 x 7
4c) ¢3x 5 x 7 es un multiplo de M?”

M contiene los mismos factores de su posible maltpn distintos exponentes.
En el grupo D3 se integran los items de la cuedtibn

“Indica razonadamente, si las siguientes afirmaee son verdaderas o falsas, justificando tu resiaueEl
ndmero K=3x3x5x11+3es:
10 a) Divisible por 5.
10 b) Divisible por 2 y por 4.
10 c) Divisible por 3.
10 d) Divisible por 6.
10 e) Divisible por 15"

El item 10c (divisibilidad por 3) es el Ultimo gse integra en este grupo D3. Este item se cazigorque
es el Unico de la cuestion 10 que tiene respudistaativa (3 es divisor de K). En las tareas de @gtipo los
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estudiantes necesitan la representacion decimalltedro para discutir la divisibilidad. Por otratpalos items

del grupo D3 como los del grupo D4 aparecen ctasifis como items faciles o muy faciles segin eténde
dificultad, dado que la representacién factorial de los nimesosxponentes pequefios permite la operatividad
con la calculadora y discernir la divisibilidad reette la obtencion de la representacion decimébsleimeros

y la divisién

Las conexiones en el grupo D2 se realizan entresdbgrupos principales. Por una parte, un primep@r
gue conexiona las variables de la cuestion 3 querheeferencia a la idea de “ser divisible” desdedriterios
de divisibilidad por 2 y por 3 (items 3a y 3b) ytzordinacion de los mismos (item 3c). Este prisudagrupo se
forma en los niveles 4 y 5 con indices de sinudkudil.

El otro subgrupo del grupo D2 esta formado poritems de la cuestion 9, en los que se preguntdapor
divisibilidad de un numero expresado decimal ydaalmente {001 = 7 x 11 x 13por divisores compuestos
y de un multiplo de éste (2002) con representademimal, por 13. De nuevo observamos la influedeidos
modos de representacion de los nimeros naturalés emprension de la divisibilidad. Los coeficemtde
similaridad en este subgrupo son muy altos y cexcarl.

La conexién de los dos subgrupos del grupo D2 skzeeal nivel del 90 % y pensamos que se produce
porque en ambos subgrupos se solicita la dividdwipor 2, por 3 y por 6, siendo ambos niumerosy(3tk)
divisibles por 3.

En el grupo D1 el primer vinculo se establece elosdtems 1al y 1a2 que hacen referencia a las ide
multiplo y divisor entre nimeros pequefios. Del igigatle las respuestas que ofrecen los estudisetpsne de
manifiesto que los estudiantes asocian los sigmifie de divisor y multiplo con las operaciones Wi y
multiplicar, pensando solo en el procedimiento.t@®o®mente, conectan con los items 1a3 y 1a4 iguert
preguntas similares.

Un segundo subgrupo que aparece fuertemente cahdsioen el grupo de similaridad D1 es el que
constituyen los items 5a, 5b y 5¢

“Descompodn el numero 100
5a) en dos factores,
5b) en tres factores,
5c) en el méximo nimero de factores. Justific@spuesta”

Estos items requieren la traslacion entre lasesgmtaciones decimal y factorial de un nimero abpara
obtener las distintas descomposiciones del nimerdos, tres 0 mas factores. Nuevamente se evidéncia
influencia de la representacion del nimero en tardenacion de la comprension de la divisibilidad.

El item 5d (descomposicion en factores primos d&) Hparece en otro subgrupo junto a los items que
estudian los significados y aplicaciones contexmiale las ideas de “mdltiplos y divisores comurf€s, C7,

C8 y C2), laidea de “ser multiplo” cuando los niioseaparecen en su representacion decimal (itejnylad la
idea de “ser multiplo” cuando ambos nimeros aparespresados mediante su representacion factdeah (
4d), a un nivel de significacion del 98%.

Los tres subgrupos de D1 se conectan entre simtdndice de similaridad del 92%. En todos los iteisis
grupo de similaridad D1 se presentan los nUmerbsalas expresados mediante la representaciomedgaon
excepcion del 4d.

Dentro del grupo D1 cabe destacar que las conexienie los items 7a y 7b (significado de minimo@o
multiplo y maximo comun divisor de dos nimeros)renos items 8a, 8bl y 8b2 (uso del maximo comun
divisor de dos 0 mas ndmeros en situaciones rededg los items 2 y 6 (mdltiplos comunes) y etuio entre
los items 7c y 7d (obtencion procedimental del méncoman mudltiplo y del maximo comun divisor de dos
nameros de 2 cifras) se realizan con un indicenddasidad superior a 0,99.

En resumentreinta siete de los cuarenta items que conforrh@nestionario, agrupados en cuatro grupos
que hemos denominado D1, D2, D3 y D4, presentae eflbs una conexion estadisticamente signifiaatiel
90%. Los items 1c2, 1c¢3 forman el grupo D5, y preseon el grupo D1 una conexién estadisticamente
significativa del 82%. El item 1b constituye porséio el grupo D6 y presenta con el grupo D4 unsxidn
estadisticamente significativa del 22%.

Los grupos y subgrupos que aparecen en el graéiceindilaridad, ponen de manifiesto la influencialae
modos de representacion de los nimeros naturalleseamprension de la divisibilidad, formandose dospos
de similaridad en funcion del modo de representadfactorial o decimal) de los nimeros naturales, y
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efectuandose las conexiones de similaridad dentrocabda uno de ellos en funcién de los modos de

representacién y de los elementos de divisibilidaé incluyen las diferentes variables de cada undasl
cuestiones.

3.4 Andlisis implicativo

El grafico implicativo de la Figura 2 muestra laslaciones de implicacion entre las variables del
cuestionario, en el sentido que el éxito en lauesfa de un item implica el éxito en otra tareaciehada. El

gréfico implicativo de la Figura 2 aparece en ebtahde significacion del 99% efectuado sobre dlisis de
las respuestas de los estudiantes en el cuestionari

-

-

7b

5b 1cl

c =
2

Fig. 2 - Diagrama implicativo de las respuestadaiealumnos en las tareas del cuestionario

Los grupos principales que se forman son 3, y aparen consonancia con las observaciones realiesdas
el diagrama de similaridad. Las relaciones en lagrdmas implicativo y de similaridad ponen de riasto la
necesidad de la representacion decimal en el utasdeepciones de divisibilidad y sus propiedaBesentido
de las implicaciones evidencian que el éxito deektsidiantes en la coordinacion de criterios désithilidad
(item 3c) vy el conocimiento de los significadosnti@imo comin mdltiplo y de maximo comun divisor dies
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nameros (item 7a y 7b), asi como la aplicaciomuetlimo comun divisor de dos o mas nimeros en $itnas
contextuales (items 8b1 y 8b2) conlleva respondertadamente a la mayoria de los items que invantugros
significados de la divisibilidad y sus propiedadess items 3c, 7a y 8b2 que inician las ramas de la
implicaciones del diagrama implicativo han sidosiflaados como Muy Dificiles en funcion del éxite ths
respuestas de los alumnos en los cuestionarios.

La formacion de los grupos del grafico implicativoelve a revelar la influencia de los modos de
representacion en la comprension de los topicodidsibilidad. El modo de representacion factodal los
nameros naturales presenta dificultades a buen@ & los estudiantes que necesitan la obtenciola de
representacion decimal de los nimeros naturalesguater discutir la divisibilidad, principalmentatizando la
division y comprobando el resultado, o utilizands ¢triterios elementales de divisibilidad.

4 Discusion

El estudio que hemos realizado tiene como objeprafundizar en la comprension de los alumnos de
educacion secundaria de la divisibilidad y la ieflnia que en esta comprension ejercen los modos de
representacion (decimal y factorial) de los nUmeraturales. El analisis implicativo llevado a cglmme de
manifiesto que en la comprensién de la divisibdidasulta fundamental el uso que los estudiantesrhde los
modos de representacion (decimal o factorial) derdmeros naturales y la asuncion de la unicidadade
descomposicién de un niumero natural en producfaaleres. Nuestros resultados muestran la necediléab
estudiantes de tener la representacion decimabsiedmeros naturales para discutir la divisibilidadr otra
parte, el diagrama de similaridad muestra que ¢mapaciones formadas, grupos D1, D3, D4 y uno de lo
subgrupos de D2, revelan la influencia de los mat#oeepresentaciéon para discutir la divisibilidadte analisis
implicativo ha permitido discriminar los grupos d@milaridad e implicacion en funcién del modo de
representacion decimal (D1, D5 y D6) o factoriakh(ID3 y uno de los subgrupos de D2) de los nameros
naturales con que se presentaban las tareas.

La influencia de los modos de representacion yssuem la practica escolar aparece reflejada esriaacion
del grupo D1 del gréfico de similaridad. Su comsiiin puede justificarse respecto a una determipaéletica
escolar que enfatiza las tareas en las que seyusiaibolizan los nimeros naturales mediante laesspitacion
decimal para discutir y explicar las relacioneggyificados de divisibilidad.

En consonancia con las investigaciones previasdalmomprensién de la divisibilidad (Zazkis y Céomif
1996; Zazkis, 2000; Zazkis y Gadowski, 2001; Bratral., 2002; Zazkis y Liljedahl, 2004; Bodi et, &005;
Bodi, 2006), el analisis implicativo realizado tw@ea el papel esencial de la descomposicién Umdaatores
primos de los ndmeros naturales en la compresioma daivisibilidad, subrayando la significacién deau
comprension conceptual de la unicidad de la desositipn de los nimeros naturales en producto Udéo
factores primos.

El uso que hacen los estudiantes de educacion datande la representacion factorial evidencia las
dificultades que tienen con esta representacioryokitariamente necesitan obtener la representadé@mal
del numero y dividir para discutir la divisibilidambmo se constata en las respuestas que ofrecsniters de
las cuestiones 4, 9 y 10. Los items de estas onesticonstituyen en si mismos dos grupos y un spbgtel
diagrama de similaridad y un grupo o subgrupo dsiro.

Estas agrupaciones se manifiestan también en gtadiea implicativo. En este diagrama destacamos la
influencia que ejercen (a) la coordinacién de lowigos de divisibilidad (item 3c), (b) la compsédn de la
relacién de “indivisibilidad” (item 3a) y (c) la sgrensidn de los significados de minimo comdn mialty de
maximo comun divisor de dos nuimeros y la aplicadéhmaximo comun divisor de dos 0 mas ndmeros en
situaciones reales (items 7a, 7b y cuestién 8)l&xito de las respuestas de los alumnos en lasagade
divisibilidad.

Los resultados obtenidos en el grafico implicatteoroboran otros resultados destacados en invegiigss
anteriores tales como la evidencia de que una bemmarension de la divisibilidad involucra la cooation de
ejemplos especificos de divisibilidad y que la wlbilidad presenta a los estudiantes mas proldeque la
divisibilidad (Zazkis y Campbell, 1996), o que lamgprension del concepto de miltiplo y de sus pogies
debe permitir a los alumnos realizar inferencidweda estructura de la descomposicion factoriélyminimo
comun mdltiplo (Brown et al., 2002).

En la investigacién que hemos llevado a cabo sestmrauka necesidad de incidir en practicas escokanda
educacion secundaria que otorguen un papel sigtific al Teorema Fundamental de la Aritmética en la
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comprension de la divisibilidad. Por ello, es neces pasar de las practicas habituales de caracter
procedimental, uso de la descomposicién factomalod niimeros naturales como herramienta de catieilo
determinados elementos de la divisibilidad, a fpeastque permitan el perfeccionamiento cognitivolate
estudiantes y que favorezcan la comprension deisitdlidad a través de la comprensién de la wadi de la
descomposicion factorial de los nimeros naturaiggeducto Unico de factores primos.
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Résumeé

Cette étude analyse la compréhension des étudientecondaire a propos de la divisibilité en Naet |
relation de cette compréhension avec les difféeremisles de représentation: la représentation déeimial
factorielle. Le questionnaire distribué incluaisdéches qui exigeaient aux étudiants de mobilé&es idées a
propos des différentes acceptions lexicales de nitrades signifiés données a ses équivalence®$Pun
diviseur de Q= Q c’est un multiple de R= P c’est un facteur de @> Q est divisible par P). L'arbre des
similarités a montré l'existence de six groupetems qui indiquent que la compréhension des diftése
relations qui définissent le schéma de divisibilité est en rapport avec le mode de représentafien. six
groupes semblent montrer les trajectoires d'apigeage de la divisibilité en indiquant la manieamsl laquelle
une simple compréhension de la procédure des ctndepivisibilité ce n'est pas suffisante poupasser les
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besoins cognitives produites quand les nombresrspnésentés factoriellement avec des grands extsodans
les facteurs.

Summary

This study analyzes secondary students’ understgrafi divisibility and the role played by differemtodes
of representation: decimal and factorial repregantaThe test included items that demanded toestteduse the
meanings of factor, divisor, multiple and “to bevidible”, and their equivalences (P divisor of @ Q is
multiple of & P is a factor of Q= Q is divisible by P). The similarity diagram diapéd six groups of items
indicating that students’ understanding of divilg§psqueme is relationed with the modes of repreation of
natural numbers. The six groups indicate studdets’ning trajectories of divisibility that can betérpreted
indicating that a procedimental understanding efsibility is not enough to manage the cognitiverdad of
items with numbers represented with factors and bigponent.

Anexo

Cuestionario

Cuestion n® 1
a) Completa con las palabrafivisor 6 mdltipla Razona tu respuesta
8 es de2 ; 4des de 1@1 es de7 ; 25es de 625
b) Dados los numeros: 0, 2, 4, 6, 8, 10 y 16, detarsi®4 es mdultiplo de alguno de ellos.  Jigstif
c) Considere la siguiente coleccion de numeros: &, 8, 15, 24, 39, 42, 48, 69, 2400, 2412.
I.  Los numeros del listado que son mdltiplos de 24 son
II.  Los nameros del listado que son divisibles por@# s
Ill.  Los numeros del listado por los que 24 es divissbhe: Justifica.

Cuestién n°® 2
Los multiplos de un nimero comprendidos entre 4660/son: 464, 493, 522 y 551.
¢ De qué nimero se trata? Explica tu respuesta

Cuestion n° 3
Indica, justificando tu respuesta, el valobdpara que el nimeZb45sea:
I. divisible por 2; IlI. divisible por 3; llldivisible por 6.

Cuestién n® 4

Consideremos el nimero: M 2852 x 7

a) ¢M es divisible por 7? Explica tu respuesta

b) ¢M es divisible por 5? ¢Por 2? ¢Por 9? ¢ Por 11?715Pd&xplica tu respuesta.
c) ¢3x5x 7 esun maltiplo de M? Explica tu respuesta.

d) ¢3x5x 7 x 13®es un maltiplo de M? Explica tu respuesta.

Cuestién n° 5
Descompdn el nimero 100:  (Justifica tu resjaues
a) En dos factores. b) En tres factores. ¢) En el méxiimero de factores. d) En factores primos

Cuestién n° 6

Una madre y una hija son guias turisticas. La mauakeéve a casa cada 15 dias y la hija cada 12 Hi&sde
diciembre (Dia de la Constitucion) coinciden las da casa.

¢, Cuanto tiempo ha de transcurrir para que se etrenetre nuevo? Explica como lo has hecho.

Cuestion n® 7

a) ¢Qué es el minimo comun multiplo de dos nimeros?
b) ¢Qué es el maximo comun divisor de dos nimeros?
c) Obtén el m.c.d (30,50)

d) Obtén el m.c.m (30,50)

Cuestion n° 8

a)Se dispone de dos cuerdas de 12 m y 18 m de ldngitse quieren obtener trozos iguales de la mayor
longitud posible, de forma que su medida sea uren@imntero. ¢, Cual tiene que ser la longitud de trada?)
Explica cémo has obtenido el resultado.
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b)Tenemos tres cuerdas que miden 1980 cm, 990 crf g5y queremos cortarlas en trozos de igual tadgi

¢, Cudl sera la mayor longitud en que podemos castadtk forma que no sobre cuerda? ¢ Cuantos trezes)
conseguidoExplica como has obtenido el resultado.

Cuestién n® 9
Sabiendo que: 1001 =7x11x13 y 91 = Bxskon correctas las siguientes afirmaciones?:
a) 91 no es divisor de 1001. b) 77 es divisor de 16P2002 no es mdltiplo de 13 (Justificadspuesta

Cuestion n° 10
Indica razonadamente, si las siguientes afirmasisne verdaderas o falsas, justificando tu respuest
Elndmero K=2x3x5x 11 + 3 es:

a) Divisible por 5. b) Divisible por 2 y por 4. c)uisible por 3. d) Divisible por 6. e) Divisibjgor 15




