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Résumé Partie de situations de didactique des mathémedigla méthode d’analyse statistique implicative
se développe au fil des problémes rencontrés ejuestions posées. Son objectif majeur vise |z tstration

de données croisant sujets et variables, I'extnraate regles inductives entre les variables egrérme la
contingence de ces régles, I'explication et dore eertaine prévision dans divers domaines : pspdm|
sociologie, biologie, etc.. C'est dans ce but geectascepts d'intensité d'implication, de cohésertldsses,
d'implication-inclusion, de significativité de nimex hiérarchiques, de contribution de variables
supplémentaires, etc., sont fondés. De la mémeanfaqo traitement de variables binaires (par exentse
descripteurs) s'ajoutent progressivement ceux defbles modales, fréquentielles et, récemment, de
variables-intervalles et de variables floues.

Mots-clés: implication statistique, induction, implicationelsion, entropie, cohésion, graphe implicatif,
arbre hiérarchique, niveau significatif, dialecegquwariable binaire, variable modale, variable Giggtielle,
variable-sur-intervalle, variable-intervalle, regieéta-regle, regle généralisée, contributionichlfié.

Préambule

Les connaissances opératoires de I'homme se emmtiprincipalement selon deux composantes : dele
faits et celles des régles entre les faits ou edigtes elles-mémes. Ce sont ses apprentissages fjavers sa
culture et par ses expériences personnelles, lungttent une élaboration progressive de ces fordes
connaissances, en dépit des régressions, des semisecause, des ruptures qui surgissent au détour
d’infirmations décisives. Cependant, on sait quéesei contribuent dialectiquement a lui assuneréguilibre
opératoire. Or les regles se forment inductivendentacon relativement stable dés lors que le noméraucces,
quant a leur qualité explicative ou anticipatriaéeint un certain niveau (de confiance) a parque! elles
seront susceptibles d’étre mises en ceuvre. En glesarce niveau (subjectif) non atteint, I"économd&
I'individu le fera résister, dans un premier tempson abandon ou a sa critique. En effet, il efteux de
substituer a la regle initiale une autre régle ted apparition d’un faible nombre d’infirmatiormians la mesure
ou elle aurait été confortée par un nombre importda confirmations. Un accroissement de ce nombre
d’'instances négatives, fonction de la qualité dmistesse du niveau de confiance en la régle, cangdaut-étre
a un réajustement de celle-ci, voire a son abandaarent Fleury (Fleury L. 1996), dans sa thesk avec
pertinence I'exemple -que je reprends- de la riegteadmissible : “ toutes les Ferrari sont rouge3tte regle,
trés robuste, ne sera pas abandonnée lors de rvabiea d'un seul ou de deux contre-exemples. Rrdgut
gu’elle ne manquerait pas d’étre rapidement reect#.

Ainsi, a I'opposé de ce qui est légitime en mathi&mas, ou toute regle (théoréme) ne souffre pas
d’exception, ou le déterminisme est total, leseg@n sciences humaines, plus généralement ercesidites
“molles”, sont acceptables et donc opératoires ¢amltle nombre de contre-exemples restera “suggettau
égard a la fréquence de situations ou elles seasitives et efficaces. Le probléme, en analyseddesées, est
alors d’établir un critere numérique, relativemeahsensuel, pour définir la notion de niveau defiaone
ajustable au niveau d’exigence de |'usager degla.r@u’il soit établi sur des bases statistiquesitlieu de ne
pas surprendre. Qu'il possede une propriété detaése non linéaire au bruit (faiblesse du ou desijers
contre-exemples) peut également paraitre natuogifoome au sens “économique” évoqué plus haut.|QuU’i
s’effondre si les contre-exemples se répétent sealsi devoir guider notre choix dans la modétisatiu
critere recherché. Ce texte présente le choix @&psibgique que nous avons fait. En tant que tektldonc
réfutable mais le nombre de situations et d'appiboa ou il s"est avéré pertinent et fécond nousdaid a en
restituer ici la genese.
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1 Introduction

Différentes approches théoriques ont été adoptées podéliser I'extraction et la représentatiorr@ges
d'inférence imprécises (ou partielles) entre vdembbinaires (ou attributs ou caractéres) décrivame
population d'individus (ou sujets ou objets). Mais situations de départ et la nature des donreéesodlifient
pas la problématique initiale. Il s'agit de décaudes régles inductives non symétriques pour niseiedes
relations du typési a alors presque b'C'est, par exemple, I'option des réseaux bays¢mar ex. : Amarger S.,
Pearl J. 1988) ou des treillis de Galois (par &imon A. 2000). Mais le plus souvent, la corrélatet le test du

X2’ s’avérant inadaptés du fait de leur caractereésygue, la probabilité conditionnelle (Loevinged4r,

Agrawal et al. 1993, Gras et al. 2004 a) restedéenr de la définition de I'association, méme quiandice de
cette association retenu est de type multivarié dgaBernard J.-M. 1999).

De plus et & notre connaissance, d'une partukeguuvent les développements différents et irgares
se centrent sur des propositions d'un indice digapbn partielle pour des données binaires (dgriphan et al.
2004] ou [Lallich et al 2005] dans ces actes AS)| @%utre part, cette notion n'est pas étenduaudrds types
de variables, a l'extraction et la représentate@darsun graphe de régles ou selon une hiérarchiméda-regles ;
structures visant l'accés a la signification d’wutt non réduit & la somme de ses pattiesest-a-dire
fonctionnant comme un systéme complexe non liné&der exemple, on sait fort bien, par l'usage, tue
signification d’'une phrase ne passe pas complétepagre sens de chacun des mots la composant.

Revenons a ce que nous croyons fertile dans laddm que nous développons. Il semblerait que, dans
la littérature, la notion d'indice d’implication ngoit pas non plus étendue a la recherche de sefjete
catégories de sujets responsables des associdlibgee cette responsabilité soit quantifiée etduose, de ce
fait, @ une structuration réciproque de I'ensendge sujets, conditionnée par leurs relations avabias.

Nous proposons justement ici ces prolongementssaproir rappelé le paradigme fondateur.

2 L’intensité d'implication dans le cas binaire

2.1 Situation fondamentale et fondatrice

Une population E d'objets ou de sujets est cragsée des variables (caractéres, critéres, réussifeque
l'on interroge de la fagon suivante dahs quelle mesure peut-on considérer gu'instantaevariable? a
implique instancier la variable b Rutrement dit, les sujets ont-ils tendance a étse llon sait qu'ils sont a ?".
Dans les situations naturelles, humaines ou scietieda vie, ou les théorémes (si a alors b) as déductif du
terme ne peuvent étre établis du fait des exceptipn les entachent, il est important pour le cheuc et le
praticien de fouiller dans ses donnéesfin de dégager cependant des regles suffisamfiadaiees (des sortes de
"théorémes partiels", des inductions) pour poucoimjecturet une possible relation causale, une genése, pour
décrire, structurer une population et faire I'hyygste d'une certaine stabilité a des fins desceip®t, si possible,
prédictives. Mais cette fouille exige la mise aunpale méthodes pour la guider et pour la dégager d
tatonnement et de I'empirisme.

2.2 Mathématisation

Pour cela, a l'instar de la méthode de mesure darigarité de I.C. Lerman (Lerman I.C. 1970, 1984)
l'instar de la démarche classique dans les testpaoamétriques (ex. Fischer, Wilcoxon, etc.), mbéfinissons
(Gras R. 1979, Gras R et al.1996) la mesure ditéeanfirmatoire de la relation implicative= b a partir de
l'invraisemblance de l'apparition, dans les donnéesiombre de cas qui l'infirment, c'est-a-dirergesquels a

1 C’est ce que souligne le philosophe L. Séve : @ansde passage non additif, non linéaire des paatietout, il y a
apparition de propriétés qui ne sont d’aucune maméécontenues dans les parties et qui ne pedeent s'expliquer par
elles » (« Emergence, complexité et dialectiqu@dile Jacob, mai 2005). F.Wahl affirme de la méamoh : « L'idée est
que le systéme prime sur les parties, chaque atifinissant par sa différence avec une aufareton articulation avec
toutes les autres. » (entretien recuilli par C.BaMouvel Observateur n° 02228 des 16-22 ao(t 2007)

2 Dans tout l'article, le mot « variable » désignessi bien une variable isolée en prémisse (exempédre blonde ») ou
bien une conjonction de variables isolées (exétr&blonde et avoir moins de 30 ans et habitas Bar

3 « L'exception confirme la régle » nous dit I'agggppulaire au sens ou il n'y aurait pas d’excewig’il n'y avait pas
de regle.
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est vérifié sans que b ne le soit. Ceci revienbrparer I'écart entre le contingent et le théoriguseul le
hasard intervendit Mais, dans le cadre de I'analyse de données, @tscart qui est pris en compte et non pas
I’énoncé d’'un rejet ou de I'admissibilité d’hypo#genulle.. Cette mesure est relativisée au nombréodnées
vérifiant respectivement a et non b, circonstaramesdaquelle I'implication est précisément misaléfaut.. Elle
quantifie I'étonnementde I'expert devant le nombre invraisemblablemetit de contre-exemples eu égard a
une indépendance supposée entre les variableg effaatifs en jeu.

Précisons. Un ensemble fini V de v variables esnda a,b,c,...Dans la situation paradigmatiquesaae, il
s'agit des performances (réussite-échec) a des iam questionnaire. A un ensemble fini E de etsuf, on
associe, par abus d'écriture, les fonctions du type> a(x) ot a(x) = 1 (ou a(x) = vrai) si x satisfait possede
le caractére a et 0 (ou a(x) = faux) sinon. Enlligence artificielle, on dira que x est un exemple une
instance pour a si a(x) = 1 et un contre-exempie diacas contraire.

La regle "a= b" est logiquement vraie si pour tout x de I'éclibont, b(x) n'est nul que dans le cas ou a(x)
I'est aussi ; autrement dit si I'ensemble A deswr pesquels a(x)=1 est contenu dans I'ensemblesBxdoour
lesquels b(x)=1. Cependant, cette inclusion stritést qu'exceptionnellement observée dans lesrierpés
réelles. Dans le cas d'un questionnaire de coraraiss, on pourrait en effet observer quelques &éaes
réussissant un item a et ne réussissant pas bifesains que ne soit contestééeladancea réussir b quand on a
réussi a. Relativement aux cardinaux de E (soitma)s aussi de A (soitghet B (soit ), c'est donc le "poids”

des contre-exemples (sdit ) qu'il faudra prendre en compte pour accepterstitpiement de conserver ou

non laquasi-implication ou IaquaS| regle"a=b". Ainsi, c’'est & partir de la dialectique exeagtontre-
exemples que la regle apparait comme le dépasseiméamtontradiction.

2.3  Formalisation

Pour formaliser cette quasi-régle, nous considéroomime le fait 1.C. Lerman pour la similarité, geu
parties quelconques X et Y de E, choisies aléatwre et indépendamment (absence de lien a prite ers
deux parties) et de mémes cardinaux respectif\ceteB. SoitY et B les complémentaires respectifs de Y et
de B dans E de méme cardirig] = n-np.

Nous dirons alors :

Définition 1 : a=> b estadmissible au niveau de confiancélsi et seulement si
Pr[CardX NY) < cardA n B)]<a

Les parties hachuré
correspondent al
contre-exemple de
I'implicationa => b

Fecl

Il est établi (Lerman I.C. et al. 1981) que, pour certain processus de tirage, la variable aléatoir
Card(XNY) stuit la loi de Poisson de paramétre=— nanb . Nous parvenons a ce méme résultat en procédant
n

differemment de la fagcon suivante :

4 « ... [en accord avec Jung] si la fréquence descm®nces n'excéde pas de fagon significative tdailité qu’on
peut leur calculer en les attribuant au seul haaafdxclusion de relations causales cachées, n@wns certes aucune
raison de supposer I'existence de telles relationbl.Atlan, « A tort et a raison. Intercritique Bescience et du mythe »,
Seuil, 1986.
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Notons X (resp. Y) le sous-ensemble aléatoire destctions binaires ou a (resp. b) apparaitraifagien
indépendante, avec la fréquener@- (resp. M0). Pour préciser le mode d'extraction, par exempules
n n

transactions spécifiées aux variables a et b, ctispenent A et B, on énonce les hypothéses sémantignt
admissibles suivantes, relativement a I'observatier’événement :[a=1 et b=0]. #AB © est le sous-ensemble
des transactions, contre-exemples de I'implicatienb :

Hypothéses
hl : les temps d'attente d’'un événement [a et @it des variables aléatoires indépendantes ;

h2 : la loi du nombre d’événements arrivant daimédivalle de temps [t, t+T[ ne dépend que de T ;
h3 : deux tels événements ne peuvent arriver sam@thent

On démontre alors (par exemple dans (Saporta, P@@&) le nombre d’événements se produisant pendant
une période de durée n fixée suit une loi de Poisl® parameétre c.n ou ¢ est appelé cadence dusprace
d’apparitions pendant I'unité de temps.

Or pour chaque transaction supposée aléatoireéri&went [a=1] a pour probabilité la fréquenc%‘a—1
I'’événement [b=0] a pour probabilité la fréquen%?e donc I'événement conjoint [a=1 et b=0] a pour pduibté

estimée par la fréquene%i.n%’ dans I'hypothese d’absence de lien a priori eateeb (indépendance)

On peut donc alors estimer la cadence ¢ de cetévent parﬁ.@.
n n

Ainsi pour une durée de temps n, les apparitionsédénement [a et non b] suivent une loi de Paisde
parameétre :
Na Ny

n

A=

S

Par suite,  Pr[Car(n Y)=s]= e )\—|
sl

En conséquence, la probabilité pour que le hasarduise, sous I'hypothése d’absence de lien aiperdre
a et b, a plus de contre-exemples que ceux quétérmbservés est :

- __, CardAnB) AS
Pr[c:aro(x nY) < CardA n B)] =y 5 e
s=0 )

Mais d'autres processus légitimes de tirage camthtia une loi binomiale, voire une loi hypergéaigae
(elle-méme non sémantiguement adaptée a la situaio raison de sa symétrie). Dans des conditions de
convergence convenables, ces deux lois se ramBnaleiment a la loi de Poisson ci-dessus.

Dans le cas olig #0, nous réduisons et centrons cette variable desBoien la variable :

—  nNgny
Card(XnY)-—> B

Q(ab)=
n
Dans la réalisation expérimentale, la valeur olserdeQ(ab) est qlb) . Elle estime un écart entre la

contingence carc{AnE)) et la valeur qu’elle aurait prise s'il y avait malépendance enteeeth.

5 Nous notons par la suifda variable négation de v (ou non v)PeI'a partie complémentaire de la partie P de E.
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_ _Nanhp
_halb
Définition 2: q@b) = =
Nanp
n
est appelé indice d'implicationpmbre retenu comme indicateur de la non-implcatie a sur b.

nang
n

Dans les cas légitimant convenablement l'approxéngpar exemple; 2 4), la variableQ(ap) suit

approximativement la loi normale centrée réduiteténsité d'implicationqualité de I'admissibilitéle a= b,
pourryg < np et my Z n, est alors définie a partir de l'indiaga,b) par :

Définition 3:
L'intensité d'implicatiorgui mesure la qualité inductive de a sur b est :

[ee]

2 .
s @b)=1-Plo@b) < qa b))~ T; Ie_zdt sin 7 n, ¢ (ab)=0sip=n
U

q(ab)
Par suite, la définition de I'implication statistig devient :

Définition 4 :
L’implication a=> b est admissible au niveau de confianaedi-et seulement si¢ (a,b) =21 -a

Rappelons que cette modélisation de la quasi-ieptio mesure I'étonnement de constater la petisse
contre-exemples en regard du nombre surprenanindesices de l'implicatiorC’est une mesure de la qualité
inductive et informativede I'implication. Par conséquent, si la régletastale, comme dans le cas ou B est trés
grand ou coincide avec E, cet étonnement devidiit pus démontrons (Gras R., 1996) dailleurs gete
trivialité se traduit par une intensité d'implicatitrés faible, voire nulle Si, ng étant fixé et A étant inclus dans
B, p tend vers n (B "croit" vers E), alogga,b) tend vers.ONous définissons donc, par « continuitéé¢a,b)
=0sin=n. De méme, si Al B, ¢ (a,b) peut étre inférieure a 1 dans le cas oundiarace inductive, mesurée

par I'étonnement statistique, est insuffisante.

Remargue 1: La quasi-implication, d'indice q(t_a) non symétrique, ne coincide pas avec le coefficike
corrélationp(a,b) qui est symétrique et qui rend compte deéaiadn entre les variables a et b. En effet, nous

démontrons que si q(a)# 0 alors p(a,E) L
a(@b)  Ympng

Remarque 2: Rappelons que nous considérons non seulemembdgmctions de variables du type "a et b"
mais également des disjonctions comme "(a et bg.olu afin de modéliser les phénomeénes qui reledent
concepts comme il est fait en apprentissage oungglligence artificielle. Les calculs associés enst
compatibles avec la logique des propositions relggs des connecteurs.

Remarque 3: Contrairement a l'indice de Loevinger (Loevinderl947) et & la probabilité conditionnelle
(Pr[B/A])S et tous ses dérivés, lintensité d'implicationiesanon linéairement, avec la dilatation des ensesnb
E, A et B et s'affaiblit avec la trivialité (cf. Di@ition 3). De plus, elle résiste aux bruits, earrulier au
voisinage de O poun_ ¢, ce qui ne peut que rendre statistiquement crédélrelation que nous voulons
modéliser et établir. Enfin, on I'a vu, l'inclusiate A dans B n’assure pas une intensité maximalgualité
inductive peut ne pas étre forte, alors qu'au @ordrPr[B/A] est égale a 1 (Gras et al., 2004 afeQuality
Measures in Data MiningGuillet F. and Hamilton H.-J., éditeurs). Dang#ragraphe qui suit, nous étudions de
plus prés le probleme de la sensibilité et dedaikté de I'indice d'implication en fonction deilides variations

des paramétres darg(a, b) en jeu par I'étude de sa différentielle.

6 Comme nous I'avons dit, la probabilité conditiomeeprésente la fonction la plus classique sdréda confirmation
inductive d’une réegle.
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Remarque 4 D'autres modélisations, autres que celle de Poissmt possibles. Citons :

* une modélisation binomiateconsidérant les variables duales C&fd(v) et cardX n E), ou X etY sont
des parties choisies de facon indépendante dansdspectant les propriétés cardinales respectiges et B,

tout élément de E, par exemple, a la probabmfén_b d'appartenir A n Y . Par suite :

Pr [cardA n ¥) = k= cl( fa IO)k(l : byn-k = Pr|cardX n B) = k|

* une modélisation hypergéométrlque)n peut le voir rapidement en considérant encosevbriables

aléatoires cardd N Y ) et cardX N B) ou X et Y possédent les mémes propriétés camtinalspectives que
AetB. On a, en effet :

C.Coo
= ~ha ™~n-na ny'ng!Inp!ng!
Prlcard(® n Y )=K = a’’a’’’bp
(oard® 2 Y= = C” P ~kini(ng —K)!(ng, —K)! (NG —ng k)l
n
k ng -k
Cn—annb _
= Na = Pr[card(X n B)=K]

C,

Si la modélisation binomiale reste compatible aleesémantique de I'implication, relation binainn
symeétrique, il n'en est plus de méme pour la medtdtin hypergéométrique. Aussi, nous ne retiendgaesle
modeéle de Poisson et le modéle binomial.

2.4  Stabilité de l'indice d'implication

Etudier la stabilité de q, revient a examiner setitgs variations au voisinage des 4 valeurs aier

observées (n, na, nb QPDB). Pour ce faire, il est possible d’effectuer diffiétes simulations en croisant ces 4
variables entiéres dont g dépend ((Fleury, 1996)Gras et al, 2004a)). Mais, considérons ces vimsatomme
nombres réels et q fonction continlment différdiidapar rapport a ces variables contraintes a ctspées
inégalités : na, nb efarh <inf[na, nb]) et sup[na, nbFn . Il suffit alors d’examiner la différentielle depar
rapport & ces variables et d’en conserver la oistn aux valeurs entiéres des paramétres dedtiaela= b.

Différentielle de q
dq = _aq Lan + 9 g+ g+ 29 _dn__
on, on, on
Si I'on veut étudier comment varie g en fonctiomgle il suffit de remplacer ypar n-n et donc changer le

signe de la dérivée dg dans la dérivée partielle.
En fait, l'intérét de cette différentielle résidarg I'estimation de I'accroissement (positif ou auéy de q,

soit Ag, par rapport aux variations respectivs, Angouln, et An_ . La sensibilité de l'indice q apparait
ainsi liée aux variations locales des 4 paramétoes dépend la qualité de la régle.

Exemple : cas ou seuls varientyet Naob (dérivée partielle de n nulle)

ﬂ - 1/2naDE (k) -l/Z(n_rb)-3/2+ 1/2(k) 1/2(n'rb)_1/2>0
on, n n
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Ainsi, si les accroissementsy, et An_ .sont positifs, 'accroissement dga,b) est également positif. Ceci
s'interpréte ainsi: si le nombre d’exemples detkcelui des contre-exemples de l'implication augtean
I'intensité d’implication diminue pour n et oonstants. Autrement dit, cette intensité est marinaux valeurs
observees getn ) et minimum aux valeurs, An,. etn_ -+ An_ .

Sensibilité de l'intensité d'implication
Considérons l'intensité d’implicatidh comme fonction de @.b) :

=1 © 2
b@) == fget

On peut alors examiner comme‘h(q) varie lorsque q varie au voisinage d'une vallomnée (a,b), sachant

comment ¢ varie lui-méme en fonction des 4 parasetui le déterminent. Par dérivation de la borne
d’intégration, on obtient :

do_ 1 e—q2/2 <0

da  Jon

Ce qui confirme bien que l'intensité croit lorsquelécroit, mais la vitesse de croissance est getqgar la
formule, ce qui permet d'étudier avec plus de miéni les variations dé)(q). La résistance de lintensité
d’'implication aux bruits pourra donc étre estimd@aie de ces différentes relations.

Exemple d’un autre indice de qualité de régles : abilité de I'indice « confiance »

Cet indice c est le plus connu et, historiquemeptes celui de J. Lovinger, le plus utilisé grack a
connaissance commune de la une publication anglonsa (Agrawal et al. 1993). Il est a I'origine plesieurs
autres indices communément employés qui n'en saet dps variantes satisfaisant telle ou telle exigen
sémantique.. De plus, il est simple et s’interpeés€&ment et immédiatement.

n Namo
c(a,b)=2L gy 1-adb
Na Na
La premiére forme s'interpréte ainsi comme une dedige conditionnelle des exemples de b quand a est
connu.
La sensibilité de cet indice aux variations desuoemces des contre-exemples se lit avec la dérivée
partielle :

Jc 1

on_p Na
Par conséquent, la confiance croit quamg; décroit ce qui est sémantiquement acceptable, lmaigesse

de variation est constante, indépendante de lasdtde décroissance de ce nombre, des variatiometdde p
Le gradient de ¢ ne s’exprime que par rapportap et a n. Ceci peut apparaitre comme une restriction du

réle des parametres dans I'expression de la sétésite I'indice.
3 Cas des variables modales et frequentielles

3.1 Situation fondatrice

La recherche de Marc Bailleul (1991-1994) porte pamticulier, sur la représentation que se font les
enseignants de mathématiques de leur propre eesedgyt. Afin de la mettre en évidence, des motsfiigtifs
leur sont proposés qu'ils doivent hiérarchiser. rkechoix ne sont donc plus binaires, les mots tetgrar un
enseignant quelconque sont ordonnés du moins aurgprésentatif. L'interrogation de M. Bailleul sentre
alors sur des questions du type : « si je cho@isbt avec telle importance alors je choisis tgteamot avec
une importance au moins égale ». Il a donc falluate la notion d'implication statistique a desaldes autres
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que binaires. C'est le cas des variables modalesoquassociées a des phénomeénes ou les valeyisoat des
nombres de l'intervalle [0,1] et qui décrivent diEegrés d'appartenance ou de satisfaction commentees
logique floue, par exemple, les modificateurs lisggues "peut-étre”, "un peu", "quelquefois”, etCette
problématique se retrouve également dans desisitgatt la fréquence d’une variable traduit un pité sur
les valeurs attribuées par les sujets aux variaplefeur sont présentées. Il s’agit de variabtégdentielles qui
sont associées a des phénomenes ou les valeu(s)d®iat des réels positifs quelconques. On traune telle
situation lorsque I'on considére le pourcentagerélessite d’'un éléve a une batterie de tests posantdes
domaines distincts.

3.2 Formalisation

J.B. Lagrange (Lagrange J.B. 1998) a démontrédpres le cas modal,
- si a(x) etb(x) sont les valeurs prises en x par les variairledales a eb, avecb (x)=1-b(x)

- Si s§ et % sont les variances empiriques des variables & etlors lindice d'implication, qu'il

dénommaendice depropensiondevient :

5> a(x)B(x)—”a—:B

Définition 5 : q(a,t_)) = —XE est l'indice de propension de variables modales

(n?S5 +n3)(n%SZ + )
n3
J.B. Lagrange prouve également que cet indice m#navec l'indice défini précédemment dans le cas
binaire et pour une modélisation de Poisson (&).2.e nombre de modalités de a et de b est justethecar
dans ce cas:

2.2 2 - _
n?s2 +Nn2 =nma, N%8% +né = . et Za(x)b(x): nach.
x[E
Cette solution apportée au cas modal est aussicapf@ au cas desgariables fréquentiellesyoire des
variables numériques positives condition d'avoir normalisé les valeurs obses\ae les variables, telles que a
et b, la normalisation dans [0,1] étant faite aipau maximum de la valeur prise respectivememtgoat b sur

I'ensemble E.
Depuis, dans (Gras et Régnier, 2007), nous montaues pour une autre modélisation de lindice

d’'implication (modélisation binomiale), I'indice ggopension coincide avec l'indice q_be),du cas binomial.

Remarque

Dans [Régnier J.C. et Gras R. 2005.], nous consitéédes variables de rang qui traduisent un owated t
entre des choix présentés a une population de.j@escun d’entre eux doit ordonner son choix peiféel
parmi un ensemble d'objets ou de propositions quisbnt faites. Un indice permet de mesurer la itpual
d’énoncé du type : « si I'objet a est rangé pajuges alors, généralement, I'objet b est ranga eang meilleur
par les mémes juges ». La proximité avec la proati&gue précédente conduit a un indice relativeraeigin de
I'indice de Lagrange, mais mieux adapté a la sinade variable-rang.

4 Cas des variables-sur-intervalles et variables-intealles

4.1 Variables-sur-intervalles
4.1.1 Situation fondatrice

On recherche, par exemple, & extraire d’'un ensedwlgonnées biométriques la regle suivante, emasti
sa qualité : « si un individu pese entre 65 et gGalors en général il mesure entre 1.70 et 1.76 nUne
situation comparable se présente dans la rechekelrelation entre des intervalles de performancélees
dans deux disciplines différentes. La situatiorsgénérale s’exprime alors aingleux variables réelles a et b
prennent un certain nombre de valeurs sur 2 ines/éinis [a1, ap] et [b1, bp]. Soit A (resp. B) I'ensemble des
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valeurs de a (resp. b) observées sur §a] (resp. [k, bp]. Par exemple ici, a représente les poids d'usrabe

de n sujets et b les tailles de ces mémes sujets
Deux problémes se posent :
1° peut-on définir des sous-intervalles adjacest$agl, a] (resp. [ln, bp].) afin que la partition la plus fine

obtenue respecte au mieux la distribution des vslebiservées dansifaep] (resp. [k, b2].) ?
2° peut-on trouver les partitions respectives dg ] et [b1, bp] constituées de réunions des sous-

intervalles adjacents précédents, partitions quiimigent l'intensité d'implication moyenne des smisrvalles
de I'un sur des sous-intervalles sur l'autre appartt a ces partitions ?

Nous répondons a ces deux questions dans le dadretre problématique en faisant choix des cstére
a optimiser pour satisfaire I'optimalité attenduensl chaque cas. A la premiére question, de nondseus
solutions ont été apportées dans d'autres cadeegXpmple, par Lahanier-Reuter D. 1998).

4.1.2  Premier probleme

On va s'intéresser a lintervalle[asp] en le supposant muni d'une partition initialeviie de sous-

intervalles de méme longueur, mais pas nécessaitetieeméme distribution des fréquences observéesesu
sous-intervalles.

Notons B = {A01, A02.-.., A0p}, cette partition en p sous-intervalles. On cheréhobtenir une partition de
[a1, @] en p sous-intervallesefy, Ag2...., Aqp de telle fagcon qu'au sein de chaque sous-intereallait une

bonne homogénéité statistique (faible inertie hotessse) et que ces sous-intervalles présententbonaee
hétérogénéité mutuelle (forte inertie inter-clasg®@p sait que si I'un des critéres est vérifié tiau'est
nécessairement. (théoréme de Koenig-Huyghens). &otaire, on adoptera une méthode directementréesp
de la méthode des nuées dynamiques concue par Bdeay (Diday E., 1972)(voir aussi Lebart L. et al. 2000)
et adaptée a la situation présente. On obtieni laipsirtition optimale visée.

4.1.3 Deuxieme probleme

On suppose maintenant que les intervallgs ga] et [by, bp] sont munis de partitions optimales P et Q,
respectivement, au sens des nuées dynamique 8bi les nombres respectifs de sous-intervatiegposant
P et Q. A partir de ces deux partitions, il estsius d'engendrerpzl et A-1 partitions obtenues par réunions
itérées de sous-intervalles adjacents respectivedeeR et de (3

On calcule les intensités d'implication respectigdeschaque sous-intervalle réuni ou non a un adri&a

premiére partition sur chaque sous-intervalle réunnon a un autre de la seconde, puis les vatlasgrntensités
des implications réciproques.

Il'y a donc au total 221.20-1 tamilles d'intensités d'implication, chacune d'erglies nécessitant le calcul
de tous les éléments d'une partition de, [@] sur tous les éléments d'une des partitions de Ipp] et

réciproquement.

On choisit commecritére d'optimalitéla moyenne géométrique des intensités d'implinatimoyenne
associée a chaque couple de partitions d'élémenigjs ou non, définies inductivement. On note desx
maxima obtenus (implication directe et sa récipe)t on retient les deux partitions associéeséetachnt que
I'implication de la variable-sur-intervalle a sar\Variable-sur-intervalle b est optimale lorsqirdtvalle [a,
ag] admet la partition correspondant au premier maxmet que I'implication réciproque optimale estsfaite

pour la partition de [, bp] correspondant au deuxiéme maximum.

7 1l suffit de considérer lI'arborescence dont Atll@sacine, puis de le réunir ou non a A2 quirh@me sera ou non réuni
a A3, etc. Il y a donc 2p-1 branches dans cetteradoence.
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4.2 Variables-intervalles

4.2.1 Situation fondatrice

On dispose des données fournies par une populdonindividus (qui peuvent étre chacun ou certdess
ensembles d’individus, par ex. une classe d’'élesek)n p variables (par ex. notes sur une annéeanqais,
math, physique, ..., mais aussi bien : poids, tailesr de poitrine, ...). Les valeurs prises par casables
selon chaque individu sont des intervalles de ngedstifs. Par exemple, I'individu x donne la val¢l2 ; 15.50]
a la variable note de math. E. Diday parlerait &jet de p variables symboliques a valeurs intlexvaléfinies
sur la population.

On cherche a définir une implication d’intervalleslatifs & une variable a, constitués eux-mémes de
intervalles observés, vers d’autres intervalleseilament définis et relatifs & une autre variable Ceci
permettra de mesurer I'association implicative,doon symétrique, de certain(s) intervalle(s) deddable a
avec certain(s) intervalle(s) de la variable bsafue I'association réciproque a partir de lagueh retiendra la
meilleure pour chaque couple de sous-intervallgegncomme il vient d'étre fait au § 4.1.

Par exemple, on dira que le sous-intervalle [5] Be notes de mathématiques implique généraleteent
sous-intervalle [4,25 ; 7,5] de notes de physigqas, deux sous-intervalles appartenant a une partifptimale
au sens de la variance expliquée des intervaligrentifs de valeurs [1 ; 18] et [3 ; 20] prisessiEnpopulation.
De méme, on dira que [14,25 ; 17,80] en physiqueligue le plus souvent [16,40 ; 18] en mathémaitsqu

4.2.2 Algorithme

En suivant la problématique de E. Diday et sesabollateurs, si les valeurs prises selon les sppatdes

variables a et b sont de nature symbolique, eculmence des intervalles de'Ril est possible d'étendre les
algorithmes ci-dessus [Gras R. 17 ¢, 2001]. Pameies a la variable a sont associés des intervdéigmids et a

la variable b des intervalles de tailles, intersltlus a une imprécision des mesures. Effectuadul@on des
intervalles § et J décrits par les sujets x de E selon respectiventeatune des variables a et b, on obtient deux
intervalles | et J recouvrant toutes les valeurssiiides de a et de b. Sur chacun d'eux on peutidéine
partition en un certain nombre d'intervalles retgetccomme plus haut un certain critére d'optiafour cela,
les intersections des intervalles tels queelt J avec ces partitions seront munies d'une distribypieenant en
compte les étendues des parties communes. Celtdowtion peut étre uniforme ou d'un autre typecds ou
continu. Mais ainsi, nous sommes ramenés a la reltbede régles entre deux ensembles de variabies-su
intervalles qui prennent comme précédemment dag<ié, leurs valeurs sur [0,1] & partir desquediepourra
chercher les implications optimales.

Remargue Quel que soit le type de variable considéré, se gosivent le probléme de surabondance des
variables et donc de difficulté de représentatiGiest pour cette raison que nous avons défini whation
d’équivalence sur I'ensemble des variables qui mmurmet de substituer a une classe d’équivaleneanmable
dite leader ([Gras et al. 02], [Couturier et al)04]

5 L‘implication-inclusion
5.1 Situation fondatrice et problématique

Deux raisons nous ont conduits a améliorer le neoft&alisé par l'intensité d'implication:

- lorsque la taille des échantillons traités, reparticulier celui de E, croit (de I'ordre du meitlet plus),
l'intensitéd(a,b) a tendance a ne plus étre suffisamment diswinte car ses valeurs peuvent étre trés voisines
de 1, alors que l'inclusion dont elle cherche a dlisdr la qualité, est loin d'étre satisfaite (pré@gne signalé
dans (Bodin A. 1997) qui traite des grandes pojmratd'éléves a travers des enquétes internat®nale

- le modéle de la quasi-implication précédenerdgtessentiellement la mesure de la force de la gg
= b. Or, la prise en compte d'une concomitance de mo=> non a (contraposée de l'implication) est
indispensable pour renforcer l'affirmation d'unenth® qualité de la relation quasi-implicative, vogaasi-
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causale, de a sur®h En méme temps, elle pourrait permettre de carf@difficulté évoquée ci-dessus (si A et
B sont petits par rapport a E, leurs complémerdaiezont importants et réciproquement).

5.2 Unindice d'inclusion

La solutior? que nous apportons utilise & la fois l'intensiiéplication et un autre indice qui rend compte de
la dissymétrie entre les situationg S(a et b) et §'(a et non b), ((resp.2S= non a et non b) et 8= (a et non
b)) en faveur de la premiére nommée. La faiblesdative des instances qui contredisent la régleaet
contraposée est ainsi fondamentale. D'ailleursydmbre de contre-exemplds, ; a a=b est celui a la
contraposée. Pour rendre compte de lincertitude B un éventuel pari de I'appartenance a une ees d

situations (g ou Si, (resp. $ou Sy)), c'est donc au concept d'entropie de Shanno#9j1§ue nous faisons
référence :

n n b b
n

Na Na
a a
est I'entropie conditionnelle relative aux casest(h) et (a et non b) lorsque a est réalisée
_ - n_- n .- Nz« n, -
H(a/ b) —_—alb |092 alb _3alb |092 allb
Ng g Mg M,

est I'entropie conditionnelle relative aux casem(a et non b) et (a et non b) lorsque non b edisée.
Ces entropies, a valeurs dans [0,1], devraient @@ simultanément faibles et donc les dissyeggntre
les situations $et S1 (resp. $ et Sh ) devraient étre simultanément fortes si I'on s@ehdisposer d'un bon

critere d'inclusion de A dans B. En effet, les epites représentent l'incertitude moyenne des expegs qui
consistent & observer si b est réalisé (resp. si an@st réalisé) lorsque I'on a observé a (resp.joLe
complément a 1 de cette incertitude représente Hofmrmation moyenne recueillie par la réalisation de ces
expériences. Plus cette information est importauites forte est la garantie de la qualité de l'iogilon et de sa
contraposée. Nous devons maintenant adapter @recmiumérique entropique au modéle attendu dans les
différentes situations cardinales.

Pour que le modéle ait la signification attendlidoit satisfaire, selon nous, les contraintestépislogiques
suivantes :

1° il devra intégrer les valeurs de I'entropiepetr les contraster, par exemple, intégrer cesivsleu carré,

2° comme ce carré varie de 0 a 1, afin de déretdéséquilibre et donc l'inclusion, afin de s'ogmyoa
I'entropie, la valeur retenue sera le complémehtd son carré tant que le nombre de contre-exengaiEa
inférieur a la moitié des observations de a (rdspnon b). Au dela de ces valeurs, les implicatidagant plus
de sens inclusif, on affectera au critére la vaGgur

3° afin de prendre en compte les deux informatipropres a a b et non b= non a, le produit rendra
compte de la qualité simultanée des valeurs regeriie produit a la propriété de s'annuler dés quede ses
termes s'annule, i.e. dés que cette qualité s&effac

4° enfin, le produit ayant une dimension 4 par cap@ l'entropie, sa racine quatrieme sera de lmené
dimension.

i - e ; . /
Posonsa =&, la fréquence de a g:—b, la fréquence de non b. Notons, en fonction diedlguence t
n n
naDB L . s . . . .
= de contre-exemples, les deux termes significalds qualités respectives de l'implication et sa
n

contraposeée :
h1(t) = H(b/a) :_(1__t),ogz(1__t)_i|ogz_t situ[0,% [ et y(t) =1sit[ ¥, a]
a a’ « a 2 2

ho(t) = H@&/D) = _1_ Lt _toot o tsitgo,Bethp) =1sit[B, B
2(t) =H(@/b) = 4 E)|og2(1 E) E|092[_3 L[ 2[ hp(t) [2 Bl

8 Ce phénomeéne est signalé par Y.Kodratoff dansasbde publié dans les Actes du Colloque « Feudbns les
données par la méthode implicative », [IUFM de Ca€n,2000.

9 J.Blanchard apporte dans (Blanchard J. et al5R0®e réponse a ce probleme par une mesure dcatl’a
I'équilibre ».
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D'ou la définition permettant de déterminer leégtentropique :

Définition 6 : l'indice d'inclusion de A, support de a, dansBoport de b, et nombre :

i(a,b) =[(1-m2(t) (2-mR2(t)] Y4
qui intégre l'information délivrée par la réalisatid'un faible nombre de contre-exemples, d'une paa
régle a => b et, d'autre part, a la régle nopbnon a

5.3 L’indice d’implication-inclusion

L'intensité d'implication-inclusioifou intensité entropiquejouvelle mesure de la qualité inductiest le
nombre :

b (@b =i(a,b). ¢ (a,p)["*

qui intégre a la fois I'étonnement statistiqueaequalité inclusive.

La fonction Y suivant la variable t admet une représentatioradai forme indiquée par la figure 2, powy n
et rp fixés. On remarquera sur la figure 2 la différemtme comportement de la fonction par rapport a la
probabilité conditionnelle P(B/A), indice fondameaintles autres modélisations de la mesure des rguges
exemple chez Agrawal et son école. Outre son Gadinéaire, donc peu nuanceé, cette probabilitélaid a

une mesure qui décroit trop vite dés les premierdre-exemples et résiste ensuite trop longuenwatlie
ceux-ci deviennent importants.

b On constate que cette représentation de fomcti
continue de t traduit les propriétés attendues ritére
d'inclusion :

* "réaction" lente aux premiers contre-exemples
(résistance au bruit),

* "accélération” du rejet de l'inclusion au voisieade

. n
I'équilibre 30|t2—a,

P(B/A) 0
* rejet au-dela de2i ce que n'assurait pas l'intensité
n
d'implication ¢ (a,b).
0 a_Ny n
272n n
Fic 2
Exemple 1
o _ mar L'intensité d'implication esp (a,b) = 0,9999 (poug (a,B): -3,65)
b ge
a Les valeurs entropiques de I'expérience sqnt B = tp
200 [400 |600
a 28 340 La valeur du coefficient modérateur est donc,bia O
600 |00 0
mar 32 400 Par suitey (a,b) = 0 alors que P(B/A) = 0,33333
ge 800 |00 0

Ainsi, les fonctions "entropiques
médiocre.

modérent” @nsité d'implication dans ce cas ou justementigion est
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Exemple 2
bl p |marge L'intensité d'implication est 1 (pom(a,B): - 8,43)
a | 400 200 600 Les valeurs entropiques de l'expérience sqnrt 8,918 b= 0,391
a (1000 | 2400 | 3400 La valeur du coefficient modéraestirdonc : i(a,b) = 0,6035
marge | 1400| 2600| 4000 Par suitey (a,b) = 0,777 alors que P(B/A) = 0,66666
Remarque

La correspondance entr@ (a,b) et (a,b) n'est pas monotone comme le montre le deuxiéme mgem
suivant :

b b |marge L'intensité d'implication est inférieure a la préeste carg(a,b)=- 6,47
a| 40 20 6 Les valeurs entropiques sont=0,918, » = 0,353
a| 60 |[280 340 La valeur du coefficient modératestr. §a,b)= 0,608
marge | 100 | 300 400 Donc Y (a,b) = 0,78 alors que P(B/A) = 0,66666

Ainsi, alors que¢ (a,b) a décru du ler au 2éme exemples, i(a,b) decriéme quep (a,b). En revanche, la

situation contraire est la plus fréquente. Notous, glans les deux cas, la probabilité conditioene#i change
pas.

Remarque

Nous renvoyons a (Lenca P. et al 2004) pour ungeétomparative, trés fouillée, des indices d’asdmn
pour des variables binaires. En particulier, letrigités d'implication classique et entropique I(ision)
présentées dans cet article sont confrontées &elsandices selon une entrée « utilisateur ».

6 Graphe d’'implication
6.1 Problématique

A lissue des calculs des intensités d'implicatifmassique ou entropique), nous disposons certes d’
tableau qui croise les variables, quelle que soit hature, et dont les éléments sont des nomberfs ;d]. Mais
la structure sous-jacente entre ces variablesiapparente. L'utilisateur est aveugle face a utetabcarré qui
peut présenter un nombre trés grand de ligneslehmes. Il ne peut embrasser simultanément I'ememaént
éventuel des régles qui sous-tendent la structdoeis avons donc associé a ce tableau un graphetégrie
pondéré (par les intensités d'implication), sansleydont l'utilisateur peut contréler la complexitie la
représentation en fixant un seuil de prise en cerdptla qualité implicative des regles.

6.2 Algorithme

La relation définie par I'implication statistiqus, elle est réflexive et non symétrique, n'est fpassitive
bien évidemment, comme l'induction et au contraiee la déduction. Or nous voulons qu'elle modélase |
relation d'ordre partiel entre deux variables (fasssites dans notre exemple initial). Par coneansi a => b et
si b => ¢, nous accepterons la fermeture trans#ive> ¢ seulement gp (a,c)> 0,5, c'est-a-dire si la relation

implicative de a sur c est meilleure que la neitér@&n soulignant la dépendance entre a et c.
Par exemple, supposons qu'entre les 7 variahlbsc, d, est f existent, au seuil supérieur a 0,5, les régles
suivantese=>c, a, f, b;c=>a, f;b=>a, f; g=>d, f;a=>"f.

On pourra alors traduire cet ensemble de relapande graphe suivah? :

10 Les traitements automatiques des calculs egagshiques sont exécutés a l'aide du logiciel OH.(Classification
Hiérarchique Implicative et Cohésitive) disponilsieus Windows 95, 98, NT et XP. Ce logiciel, & padtune premiere
version établie par R.Gras et H.Rostam, révisée Bascal par S.Ag Almouloud, [Ag Almouloud S. 199&st maintenant
développé par R.Couturier [Couturier et al. 2006]censtamment étendu par lui aux nouveaux conceptsouveaux
algorithmes.
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Fic. 3
Le graphe peut étre réduit (resp. élargi) si ndegods (resp. abaissons) le seuil de considéragsrégles.
Notons que ce graphe n'est pas un treillis puisgaieexemple la variable a n'implique pas la véeiga ou non
a) dont le support est E. A fortiori, ce ne peuk é&tn treillis de Galois. Des options de CHIC petterd de
supprimer a volontiers des variables, de déplamarimage dans le graphe afin de décroiser lesarcsle se
centrer sur certaines variables sommets d'une detec cone » dont les deux « nappes » sont cofessitu
respectivement des variables « parents » et d&bles « enfants ».

7 Implication entre regles et méta-régles ou R-regles
7.1 Situation fondatrice

En didactique des mathématiques, I'une des quetti@ue se pose le didacticien est de reconnaitrs, pui
d’identifier la source des obstacles tant dida@sjgu’épistémologiques, auxquels se heurte I'édéveours de
ses apprentissages. Or ces obstacles se fonddetteureau des conceptions que I'éléve se cohsElies sont
elles-mémes structurées, par des régles simplesroplexes, en un tout qui n’en soit pas la conedign, mais
qui soit une sorte de micro-théorie cognitive cibbée, comme I'est une théorie mathématique d’armnie
théoremes, de corollaires, de théoremes de théeréete. Cette structure, qui permet de dépasssiriple
assemblage des parties afin d’atteindre un toutif@gt, n’est pas de nature hiérarchique classsymétrique
ou les classes de similarité entre variables seuetnt emboitées selon des partitions, des typdate plus en
plus grossiéres. Elle se présente plutét seloa schémas :

1. une régle de type=a b (ou a et b peuvent étre elles-mémes des régted)que une variable c. ¢ peut
alors s’interpréter comme une conséquence de le,rég

2. une variable a implique une reglesbc (ou b et c peuvent étre des régles). La régte b= c) peut se
lire comme : de l'observation de a, on déduit lgledh=> c. L'intuition peut étre soutenue par le détounief
(aeth)= c,

3. une regle & b implique une autre régle=e d. Cette situation est tout a fait comparable sitlzation ou
un théoréme a pour corollaire un autre théorémigi@uun lemme conduit & une proposition.

La structure qui parait répondre a cette attentel@sc hiérarchique, comme nous le montrerons lplins
mais elle se doit d'étre non symétrique, orient€&st cette structure que nous cherchons a foremalis
maintenant. Elle doit permettre de passer au nivigastémologique supérieur, celui des opératiomslesi
régles, sous forme de méta-régles ou régles géswwal (R-régles). On retrouve dans la structuréevides
éléments en tout point comparables aux structurgsitives qui rendent compte de la genése de laaissance
opératoire, au sens de Piaget ou I'on passe dweania I'autre par abstraction réfléchissante s’éleve d’'une
représentation des objets a celle des opératiagriesobjets, puis aux opérations sur les opérsitiGiest encore
le cas en mathématiques ou I'on passe des obgateétaires mathématiques aux fonctions sur cesspbjéis a
celle des fonctions sur les fonctions. Si par eXengip psychologie ou en sociologie, les variablegee sont
des comportements, les régles généralisées (régleigles) seront des profils comportementauxcdaduites
générales. C’est donc un point de vue hiérarchayremique a I'opposé d’un point de vue statiquenmme
I'est une typologie. Plus encore, ce n'est pas darsmple description individuelle des régles tiinant la
régle généralisée que s’exprime la propriébéergentedu tout, propriété suradditive, presque étrangefe
«somme » de ses descripteurs. C'est de 'analgska dstructure de ce tout que S'interpréte cettgpnpéte,

11 Nous avons pour la premiére fois mathématiste cptestion dans la thése de (Larher A. 1991) ptucturer et
hiérarchiser des raisonnements d'éléves en situdégpreuve mathématique
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quelle soit un profil, une conduite, une genéseunuautre systéme dynamique non linégirgef. pour un
exemple (Gras R. et Kuntz P., 2005))

7.2 Formalisation (pour une formalisation détaillée voir (Gras R.einkz P. 2005)) et (Kuntz P. actes ASI 05)

Les regles et régles généralisées a élaborer fegfitence a des variables se structurant de fagoendante
en classes emboitées et orientées. Mais une négedasses de variables ne prend véritablemenssos qu'a
condition qu'a l'intérieur de chaque classe deabdes dont on examine la relation avec d'autreisteexine
certaine tohésion entre les variables qui la constituent ; ceciai#\se faire en respectant I'ordre institué dans
la classe. On souhaite ainsi que le "flux" impiicdune classé sur une classB soit nourri d'un "flux” interne
a A et alimente un "flux" interne B (ce motflux est choisi pour sa connotation métaphorique hyityaelou
thermodynamique). Pour cela, le concept d'entrépipermettant de rendre compte du désordre entre des
variables, nous définissons la cohésion entre demables par I'entropie de I'expérience a deuxuéss:
implication ou non implication :

Définition 7 : La cohésion de la classe (agls} le nombre c(a,b) tel que :

.si p =2P(a,b) et H = -plogp-(1-p)log(1-p), alors coh(a,b) ¥1— H?
.Sip=1,alors coh(a,b) =1
. Si p< 0,5, alors coh(a,b) =0

Intuitivement, la cohésion mesure le déséquilites occurrences des événemeaisb et alben
faveur du premier.

Deéfinition 8 : La cohesion de la classe ordonnee de varidbteéa......g) est alors définie par extension :
2

[ i[{lﬁr—l} r(r-1)
Coh@) = | c(d,d) |
L2 j>i

C'est la moyenne géométrique des cohésions ddesogpi, en tant que telle, s'annule dés que ew
cohésions en jeu s'annule. A la cohésion correspoadlistance ultramétrique qui permet d’'indiceni&rarchie
et en justifie, a posteriori, la désignation. Cettbésion permet en effet de I'indicer par une fiomcpositive. Il
suffit de choisir pour une pairg,y) réunie au premier nivead(x,y)=1-max [c(X,y), c(y,X)]puis d(x,y)=[1-
c(hy)] ouc(h,) est la cohésion de la plus petite clalsggcontenani ety. On a biend(x,x)=0 et la distance
maximum est< 1. On démontre qué est ultramétrique (maximale inférieure), ce qustifie le terme de
hiérarchie (Gras et al. 2003 et Gras et al 200&)cdnstruction automatique de cette hiérarchielgtstnue dans
CHIC.

Enfin nous pouvons modéliser limplication statjgg d'une classe de variables sur une autre classe
exigeant du modéle qu'il intégre les informationivantes :

- les cohésions respectives des 2 classes,

- une intensité d'implication extrémale des éléndiune classe sur les éléments de l'autre,

- les cardinaux respectifs des 2 classes.

Chacune de ces informations crédite l'indice quesmretiendrons si :

- l'indice croit avec les cohésions de chaqueselas$ s'annule lorsque la cohésion de I'une d'eiiae
est nulle,

- l'indice croit avec la liaison extrémale (minimai I'on vise un degré d'exigence élevé, maxirsale
I'on recherche une souplesse réaliste),

- I'indice décroit avec les cardinaux des classeggard a la prise en compte d'une liaison mdaima

Par suite, notanfA etB des classes de variables d'éléments générige¢gjapuis Cohf) et CohB) leurs

cohésions respectives, l'intensité d'implicationAlsurB est donnée par :

12 « C'est ainsi que sont privilégiés maintenapntnme dans nos réseaux d’automates, les processasniyues par
rapport aux états, les procédures délocaliséesn gpartie stochastiques, de créations de signditsitpar rapport aux
représentations ». H.Atlan, déja cité
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Définition 9 : L'intensité d'implicatiomle A surB est:

rs

up
iD{l,...,r}, jD{l,...s}

On pourra constater que cet indice satisfait ledramtes sémantiques déclarées ci-dessus.

Définissant une méthode de classification descdrdaassique par le critére de cohésion décroissamin
obtiendra par exemple des arbres comme celui-ci :

3
e

Fig. 4

Des interprétations de telles régles généralisént Hus complexes, comme par exemple, illustréelgpa
figure 4, la regle = (d=e). Quelques regles généralisées sont réductibldesaassemblages aisément
interprétables. Par exempleze(d=> e) se raméne logiquement B d=>e.

7.3 Application

Dans le cadre d'une enquéte de I'Association de$eBseurs de Mathématiques de I'Enseignement Public
(APMEP) auprés de professeurs de mathématiquekasiges terminales (séries scientifiques S et B&dires
LI et technologiques TE sont les variables suppléaiees), nous avons recueilli et analysé (Bodial et1999)
les réponses de 311 professeurs, a des classefderitsa 6) portant sur quinze objectifs qu'ils gssint a leur
enseignement (A, B, C, ...8) et sur leurs opinions relatives a dix phraseseptiles d’étre communément
énoncées (OP1, OP2,..0BX)La variable PER donne la possibilité d’énoncerdbjectifs jugés non pertinents.
Les 26 variables correspondantes ne sont pas @ésnaauf PER, mais ordinales (valeurs (1, 0.8,@4,0.2,
0.1, 0) pour les objectifs et (1, 0.5, 0) pour dgénions). Ainsi I'analyse intégre l'intensité datfitudes, d’'un
choix prioritaire d’'un objectif & un choix plus sexlaire, voire non retenu.

Les occurrences des 26 variables sont les suivantes

A 110570 B:880 C:9.70 D:1e@. E:21.80 F:138.70 G:19.50 H.80

Il :83.10 J:10840 K:7760 L.6@ M:90.20 N:66.60 0O:33.20

OP1 :81.50 OP2 : 147.50 OP3 :242.50P4 : 229.00 OPS5 :190.00 OP6 : 240.000P7 : 200.00
OP8: 165.00 OP9 :98.00 OPX : 207.PER : 254.

La hiérarchie orientée obtenue structure les 2&blrs en plusieurs classes qui définissent deisges de
longueur, d'interprétation et d’intérét variés. Umde a l'interprétation peut étre apportée si kensouvient de
la tautologie en logique formelle : a=>(b=>®) (a et b)=>c. De plus, relativement a chaque classamale, le
logiciel C.H.I.C. indique quelle variable supplértare contribue le plus a la formation de la clasSette
information permet d’améliorer la compréhensiotaetignification de la classe.

Voici une partie de la hiérarchie ot nous nousttins dans un souci de clarté a deux classes mesma

13 Par exemple, E symbolise I'objectif : « dévelement de I'imagination et de la créativité »
14 Par exemple, OP4 symbolise : « Pour corrigaimg bien un baréme trés détaillé sur les résidtatstenir »
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Fig. 5. Hiérarchie orientée pour le questionnaire

Des régles généralisées apparaissent sur ce geapbet significatives :

- si E alors (si OP8 alors OP7)Qui peut s'interpréter ainsi : si un enseignamisihE (imagination et
créativité) alors en général il considére que e I'éléve découvre un caractére de divisibiliaé 4 (OP7), il
suffit qu'il ait été entrainé a trouver lui-mémeeexple et contre-exemple (OP8). Cette régle esliedies
constituée a un niveau significatif de la hiéragcliille met I'accent sur la relation entre des corgments non
dogmatiques de l'enseignant et, en conséquenceplienté de placer I'éleve en situation de recherche
personnelle. Ainsi, nous pouvons interpréter c&®teégle comme lindice d'une conception d'ouverture
didactique ;

- si (si OP2 alors (si OP5 alors OP4) alors OP&xplicitement, cette R-régle se lit de la fagoivante : si
I'on considere un grand probléme indispensablexXaimen (OP2), alors, considérant que la démorstratt le
seule facon rigoureuse de faire des mathématiqies); le baréme de correction doit étre précisshrs, la
prémisse de la R-régle étant satisfaite, I'enseigaatendance a choisir OP6 (demande de prograrbieas
définis afin de savoir ce que I'on doit ou ne dms faire). On a la une conception d'une catégteigseignants
trés soumise a l'institution et conservatrice daesschoix pédagogiques. Ne soyons pas surprignarstration
en France est le fondement de l'activité mathématipays de Descartes), tout en étant difficileva@iLier ; le
grand probléme en est le critere d'évaluation. &mnouve ici une illustration plus synthétique dégles
d’'association qui sous-tendent, de fagon homogéneokérente, la R-régle, a savoir une conception de
I'enseignement trés classique qui exige un soutistitutionnel explicite et libérateur.

En résumé, remarquons que ces deux R-réglesspomdent a deux conceptions opposées de la mission
enseignante, évidemment associées a deux prgiitputys et inconciliables de professeurs.

Insistons sur l'accroissement, dans chacun decess de la richesse de l'analyse obtenue par
I'association des régles d’association en des Resefe ne sont plus seulement des faits ou depatements
isolés qui sont extraits., mais plutdét des conduigénérales, révélatrices elles-mémes de phénonpdues
globaux, moins singuliers ou de représentationschpsipgiques profondes . Une typologie comme en
fournissent les classifications traditionnellesndsymétriques), ne pourrait pas rendre compte digrhamique
des faits ou comportements sous-jacents. C'estqutuzette dynamique restituée par les régles gésées qui,
appuyée sur des nécessités (les prémisses des)regleduit a des élucidations vives d’un fragnumntthéorie,
éventuellement en voie de construction.

8 Niveaux significatifs d’'une hiérarchie cohésitive
8.1 Situation fondamentale

Etant donné la multiplicité des niveaux de formataes classes, il est indispensable de dégagerqéux
sont les plus pertinents par rapport a l'intentil@ssificatrice du chercheur et eu égard aux estéhoisis. Ces
niveaux semblent, dans des applications psychcztiiflees ou sociologiques, correspondre a des ctinosp
consistantes et stables, d'ou leur intérét powpket. Leur mise en évidence conduit celui-ci & éanele plus
approfondie et une interprétation plus assuréecldesses généralisées obtenues. Ce probléme s&stiqrs de
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'analyse d’'un questionnaire présenté a des enaptgrde mathématiques sur les objectifs de I'ensaignt des
mathématiques tels qu'ils les ressentaient (BodirtAGras R. 1999). Les choix de base se sonttgtAscen
attitudes de plus en plus nuancées au cours deiidance de la hiérarchie.

Nous procédons alors de fagon comparable a cedlptée primitivement par I.C.Lerman (Lerman I.C. 18
et relativement & la hiérarchie de similarité, maisreconditionnant son approche. Depuis 2004, avoss
établi un autre mode de définition de niveaux digaiifs (Gras R., Kuntz P. et Régnier J.C. 200&byoir la
conférence de P. Kuntz) basé sur un indice ditotheéi@nce. Mais nos préférons présenter ici le ndtdal qui
seul est programmé dans CHIC.

8.2 Préordre cohésitif

Considérons I'ensemble V des variables, {@, ..... , @nt et 'ensemble des couples (a,b) de VxV tels que
atb. Il existe m(m-1) tels couples auxquels on @eigdeurs cohésions c(a,b) respectives.

Définition 10 : On appelle_préordre initial et global cohésitifr VXV (ou préordonnance), le préordee
induit par l'application cohésion ¢ sur VxV.

Soit GQ) son graphe dans VxV. D'aprés les paragrapheggeéts, il s'ensuit que:

* d'une part, la classe de préordre correspondanfaontient tous les couples tels gléa,b) < 0,5,
* d'autre part, si < np alors c(b,ax c(a,b).

Remarquons, par contre, que si c(&lg)c,d) on n'a pas nécessairement c,&d,c) ou c(b,a} c(d,c).

8.3 Détermination des niveaux significatifs

Plagcons-nous a un niveau quelconque k de la hhiigar& ce niveau, se forme une classe g&anables (2
mj < m) dont la cohésion est moins bonne que celle akesses antérieurement formées, conformément a

I'algorithme retenu, et meilleure que celles dassas a venir.
Soit [k la partition sur V définie a ce niveau constitudes classes qui y sont déja formées et,

éventuellement, des singletons non encore ass@giésst plus fine quglk+1 -
Soit J]k I'ensemble des couples séparés a ce nivea[rt'Brsemble des couples quiy sont réunis pour la

premiéere fois, étant entendu que I'on dira quenlgle (a,b) est réuni si a et b appartiennentrddme classe du

type (...(...a,...))...b)...).
L'ensemble Q@) n [ S[]k x R[]k ] est constitué des couples de couples qui au nikgaspectent le préordre

initial. Par exemple, si I'on a c(e,f) < c(a,b) iidq(e, ), (a,b)p G(Q) ) et si au niveau k, e et f sont séparés alors
gue a et b se réunissent dans la classe qui se fteroouple ((e,f),(a,b)) appartient XB(n [ S[Tkx R[]k]-

Comme il a été fait dans le paragrag@heour le cardinal de A B, nous associons au cardinal de&XB( |
S[Ikx R[]Ikl lindice aléatoire card[G¥*) n [S][]kXx R[Ikl]] ou Q* est une préordonnance aléatoire dans

'ensemble, muni d'une probabilité uniforme, detéeudes préordonnances de méme type cardinalxju@et
indice a pour espérance 1/2 carfi[i& R[]k] et pour variance card[[fx R[]k] card[GL)].

Soit sQ, k) l'indice centré réduit obtenu :
(card|G(Q*) n [S1 | xR ]] -1/ 2card ST xR 1)

(card S xR Jeard[GQ) )Y 2

Définition 11 : On appelle_noeud significatibut noeud correspondant a un maximum local € kf au
cours de la constitution de la hiérarchie implioatiNous dirons dans ce cas que la partififjip est en

résonance patrtiellavecQ.

Si, de plus, @) n [ ]k x RI1Ik] = S 1kx RIIk, nous dirons que la partitigrik est enrésonance
totaleavecQ. Le logiciel d'analyse C.H.l.C. permet le traitetneomplet de données quantitatives, ainsi que la
sortie du graphe d'implication et de la hiérardhiplicative en mentionnant les noeuds significatifs
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9 Typicalité et contribution des sujets et des variales supplémentaires
9.1 Situation fondatrice

Nous introduisons la notion de variable supplémsntan analyse implicative a l'instar de la mémgomo
définie en analyse factorielle, autrement dit, L’age variable extrinséque, un descripteur par ek&m
n'intervenant pas directement dans les liaisonsreggs par la classification entre les variabléssdprincipales
de V, donc n'intervenant pas dans la structureetiemsemble sous la forme graphe ou hiérarchieex@mple,
une variable supplémentaire pourra représenter cagorie de sujets (4ge, sexe, catégorie socio-
professionnelle, etc.). Cette notion doit permediéelairer sur I'importance ou la superfluité desaatégories
dans la formation des régles ou de classes desréggaoir si ce sont plutdt les enseignants desetakittéraires
qui adoptent telle attitude vis-a-vis des objedliésI’enseignement des mathématiques est plus, scinde plan
de l'information recherchée, que la seule iderdtiien de l'attitude.

Donc, il nous parait trés important au moment doixcldes variables sur lesquelles portera |"analgse,
liaison avec I'expert, de bien distinguer les Vialéa qui vont participer & la mise en évidenceétges ou de
méta-regles, variables que nous appelpriscipales, des autres variables, ditespplémentairesqui sont
descriptives des sujets et qui de ce fait sontabbjes, non liées directement a leurs comportemeatsujets.
Les introduire dans |I"analyse risquerait fort, coanmous |"avons observé, de créer des artefactslel@maphe
ou la hiérarchie, car elles y jouent alors un réteacteur trop puissant pour laisser les autregablas
subjectives s’organiser entre elles. Comme on ite Isa processus de chainage inhérents aux méthdele
classification, perturberaient les raisons vérgabtjui sont a la base des relations a extrairereizanche,
identifier les phénoménes objectifs qui jouent die rindirect dans les structures apparues est daues
importance.

Intéressons-nous pour l'instant a I"analyse cdlésif un niveau quelconque de la hiérarchie seéoune
classeC de cohésion non nulle. Notre objectif, particidi@ent dans le cas d'un noeud significatif, estéfimid
un critere permettant d'identifier un ou des syjgiuis la catégorie de sujets, ou tout autre bhria
supplémentaire, contribuant le plus a la constitutie cette classe. Le comportement de ces sejetamsi en
harmonie avec le comportement statistique a loeigde la classe. Une approche comparable est faite
conjointement pour étudier la typicalité et la cimition des sujets et des variables supplémestairda
constitution d'un arc ou d'un chemin du graphe iicafif.

9.2 Puissance implicative de classe et de chemin

Plagons-nous a un niveau k de la hiérarchie oungiende se réunir, pour form@, deux classedA et
Btelles queA=>B au sens du paragraphe 8

Définition 12 : Le couple (a,b) tel queD igdA, DJD B u @b)> (i, j) est appelé _couple génériqde
C. C'est ce couple, généralement unique, qui intet\gan le sup. dans le calcul de Iimplication Aesur B.
Le nombreW (&,b) est appelé implication générique @e

Mais, dans chaque sous-classeCdexiste également un couple générique. Précisérsigbtest constituée
de g (gk) sous-classesC(comprise), il y a g couples génériques a l'origieeC et g intensités maximales
d'intensités contingente 1, Y 2,...., Y g, qui leur correspondent.

Dans le cas d'un chemi® fermé transitivement (chaque arc de la fermeturemeddune intensité
d’'implication au moins égale a 0.50), composé desgidsC présente g(g-1)/2 arcs transitifs. A chacun de ces

arcs, par exemple (a,b), on associe, comme pourclasse, intensité d’implicationl @b), que I'on dira
encore générique.

Définition 13 : Le vecteur contingent générique , Y 2,...., Y g), élémentde [0,1P, est appelé vecteur
puissance implicative dg. Il traduit une force implicative interneG
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9.3 Puissance implicative d'un sujet sur une classe ain chemin et distance a cette classe ou
ce chemin

Un sujet x quelconque respecte ou non l'implicatiarcouple générique d'une classe ou d’'un arhdmin
avec un ordre de qualité comparable. Associanglegformelle et considération sémantique, nousrposepar
exemple et en fonction des valeurs prises pabaeetx: _

P x(a,b)=1 si a=1 ou 0 et b=1 x(a,b)=0 si a=1 et b=0 i x(a,b)=p si a=b=0 avec[d]0,1].

Dans nos premiéres expériences, nous choisissiabs yaleur neutre. Dans le logiciel CHIC, le cdldas
typicalités et des contributions se fait cependanimodulant ces valeurs afin de mieux prendre ampt® la
sémantique des valeurs attribuées par x aaetab.

Ainsi, a X, nous pouvons associer g nombyeg 1, Y x 2...., Y x,g correspondant aux valeurs prises en x

par les g implications génériques de la classeuothéminC.

Définition 14 : Le vecteur (x,1, Wx,2.... Yx,g, €lément de [0,8] est appelé vecteur contingent
générique ou puissance implicative del &. sujet (ou peut-étre les sujetg) peut-étre fictif, dont toutes les
composantes du vecteur puissance sgnt,(y 2,..., Y g), est appelé sujet typique optimal@e

Dans ces conditions, on peut munir I'espace dessances [0,9] d'une métrique du type)(2 afin

d'accentuer les effets de fortes implications ggnés.
Définition 15 : On appelle distance implicative d'un sujet & &lasse ou au chemihle nombre:

d(xC)= liig[q’i_tpx,i]z 2
gi:l 1—lIJ|

Ce nombre n'est autre que la distance ditexalentre les deux distributions {@+i}j et {1-y x j}i qui

exprime les écarts entre les implications génésgamapiriques et l'implication selon x. C'est poeite raison
gue nous avons choisi le miypicalité que nous allons définir plus bdslle permet de conférer a E une C-
structure topologique discréte d’espace métri@i@our un i, j = 1, nous poserons, par conventiany j =1.

Cette convention ne se fait pas contre nature paisdans ce cas, limplication générique est mdgirea
significative d'une excellente liaison implicatieatre ses deux termes, vérifiée par tous ou presmue les
sujets x de E. Ainsi, si le dénominateur s'anniukn est de méme du numérateur, sauf exceptidigrepourra
de toute facon attribuer la valeur 0 au quotient.

Remarque: Une classe C étant donnée, on peut définir tnuetare d’espace métrique sur E par la donnée
de la distance indicée par C entre deux sujetscqugLes de E, distance qui mesure la différence de
comportement des sujets x et y a I'égard de C :

1
_ 1i=g [‘Px,i _wy,i]z 2
de(x,y) = EET

On voit alors que la distance de typicalité donpée haut n'est que la spécification dg aux sujets
respectivement x et.xLa distance ¢ permet de conférer a E ur@structure topologique discrete. Cette

topologie est équivalente a celle qui serait deéfisur I'ensemble des vecteurs contingentd x(1,
: . . Xy

Wx,2---Y x,g) , sous-ensemble d’un espace vectoriel normdimension g et de norme“: y” = de(X,Y).

L'opérateur symétrique associé a la forme quadratiqui conduit a cette distance, a pour matricemddrice

diagonale d’éléments [g(#!i]™ pour i=1,...,gll est bien évident que la somme de deux tels veste'a qu’un

sens théorique, c’est-a-dire hors du contexte el nous travaillons en A.S.I..

Une application intéressante peut consister améter le ou les sujets appartenant a une boutiataéetre
donné et de centre I'un des sujets pré-désignésmeopar exemple, I'individu optimal. En prolongernee
cette approche métrique, le probléme de compléies données manquantes pourrait y puiser une @oluti
originale.



Gras et Kuntz

9.4 Typicalité et contribution d’un sujet et d'une variable supplémentaire a une classe ou un
chemin

9.4.1 Typicalité

Nous définirons la mesure de typicalité a partirapport entre la distance a C du sujet considécélke qui
est la plus grande dans I'ensemble des sujets @istiance maximale est celle des sujets dorlgssont tous
nuls ou trés faibles. Ces sujets sont donc ledssige plus opposés aux regles génériques. Laajgicl'un
sujet sera alors d’autant plus grande qu'il s’é&rartle ces sujets, qu'il aura donc un comporteg@nparable a
celui du sujet théorique optimal. La typicalité rBucatégorie de sujets ou d'une variable suppléiner® s'en
déduira :.

d(x,C)

maxd(y, C)
yUE

et celle de Genest la moyenne dans %G,C)Wv(x,@
0G

La typicalité de x est un nombre de [0,1] qui vaut 1 sstypique optimal et 0 si x est le plus en désaccord
avecC. Afin de donner au chercheur le moyen de savoireouddifier rapidement si telle catégorie de sujets qui
l'intéresse est statistiquement déterminante dans la constiiiuion classe implicative ou d’'un chemin transitif,
un algorithme a été élaboré en s'appuyant sur les detignsosuivantes: groupe optimal et catégorie
déterminante.

Définition 16 : Latypicalité de x & est :y(x, C)=1 -

Définition 17 : Soit E la population étudiée. Un groupe optimal d'uneselasplicative ou d’'un chemi@,
groupenoté GOC), est le sous-ensemble de E qui accor@eude typicalité plus grande que le complémentaire
de GOC) et qui forme avec celui-ci une partition en deux groupasimisant la variance inter-classe de la série
statistique des typicalités individuelles. Une telle partition eskdjt@ficative

L'existence de ce groupe optimal est démontrée dans FGrtsRatsimba-Rajohn H. 1997). Les propriétés
utilisées sont aussi celles qui le sont pour établir I'algorittumdequel se basent les modules des programmes
informatiques qui construisent, automatiquement dans C.Hdh@que sous-groupe optimal.

Considérons une partition {§§ de E. Cette partition peut étre définie par une variable sugplire

correspondant par exemple a un descripteur de E. $oiteXpartie aléatoire de E ayant le méme cardinal que
Gj, et Z la variable aléatoire Card (X1 GO(C)). Z; suit une loi binomiale de parameétres : cardeGcard
GO(C) / card E.

Définition 18 : On appelle _catégorie la plus typique de la classe implicativdu chemin C, la catégorie
qui minimise I'ensemble {pj des probabilitésjgelles que:

U i, pi = Prob [card Gn GO(C)<Zj]
Une catégorie Gest dite déterminante au sewilsi la probabilité associéggstinférieure aa.

Ainsi, la signification d'une classe ou d’'un chemin ayaatdobnnée par I'expert, il lui associera la sous-
population la plus porteuse de ce sens. Cette approchengsa@ble a celle de I.-C. Lerman pour l'analyse des
similarités, mais au moyen d'une modélisation et de concifétedts.

D'ailleurs, nous pouvons remarquer que noUs POUVESICEN au sous-groupe optimal une variable binaire
correspondant a la fonction indicatrice de ce sous-ensatalbie De la méme facon, nous pouvons également
associer a la catégorig Gu bien a la variable supplémentaire correspondante,ari@ble binaire dont l'indice

NaNp

Namp —

de similarité s= NaNp , au sens de I.C. Lerman, vérifiej:5Pr[S>s], S étant la valeur aléatoire dont s

n
est la réalisation. Ainsi, minimiser lI'ensemble des probabi{ipg revient a maximiser l'indice de similarité
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entre les variables binaires, indicatrices de sous-ensenalsiesciées respectivement l'une au groupe optimal
GO(C) et les autres aux différentes catégorieg {G

Cette remarque permet d'étendre efficacement la notion rigbleasupplémentaire la plus typique a des
variables numériques, prenant leurs valeurs sur [0,&Uffit dans ce cas d'extraire la plus forte des valdars
similarité entre la variable binaire indicatrice définie par leugeo optimal et les différentes variables
numériques placées en supplémentaire, l'indice étant caddaléle principe retenu en analyse implicative pour
les variables numériques (cf. définition 5). Nous savaessa restriction au cas binaire coincide avec sa valeur s
dans le cas ou les deux variables sont binaires.

Ainsi il est possible de dégager a la fois les individus etriaspgs d'individus typiques d'une liaison ou d'un
ensemble (classe ou chemin) de liaisons. Ce sont domcoegisont le plus en accord avec la qualité de ces
liaisons au sein de la population E considérée. Si par@gdm liaison entre les variables a et b est quantifiée
par le nombre(a,b)= 0,92, les individus x qui attribuent & cette liaison la valPy(a, ) = 0,90 sont plus

typiques que ceux qui lui attribuent la valeur 0,98. Lannaantre cette notion et celle de contribution que nous
allons définir prend tout son sens dans I'étude deshlesianodales ou numériques.

9.4.2 Contribution

Cette notion se distingue de la précédente par I'examenrégplensabilité des individus, puis des variables
supplémentaires, qui peuvent en étre des descripteliegistenced'une liaison d'une regle ou d'une méta-regle
entre variables principales. Supposons, en effet, que dataxbles a et b (resp. plusieurs variables sur un
chemin du graphe ou bien deux classes de la hiérarchgs) s€unies par un arc sur un graphe a un certaih seu
( resp. en un chemin transitf du graphe ou bien en une classalans une hiérarchie a un certain niveau).
Connaissant la valeup x j attribuée par l'individu a la regle i =ab (resp. regle i du chemi@ ou bien de la

classeC constituée de g régles génériques) supposée admissible,

Définition 19 : On appellaistance de x a (a,b) ouG:

i= N
d(x,C) = 1 zg[l‘lle i]z ol g = 1 dans le cas de l'arc (a,b)
i=1 '
On appelleontribution de x & le nombre y(x,C) = 1-d(xC)

Cette contribution a pour maximum 1 dans le cas ou l'indixid donné la valeur 1 a toutes les regles i. Ceci
permet de concilier sémantique et définition formelle. La suéte définitions et des algorithmes de calcul
(contribution d'une catégorie ou d'une variable supplémen@ijrgroupe optimal d'individus, catégorie ou
variable supplémentaire la plus contributive) se transpos@diatement a partir des principes de la typicalité.

Mais dans les situations réelles, nous observons la nasticeles deux concepts ce qui enrichit I'information
exploitable par I'utilisateur. Cependant, le concept de contribabplus volontiers retenu pour l'interprétation.

9.5 Application

Revenons a lllustration évoquée dans le § 7.3 (Questiompagsenté a des enseignants de mathématiques).
Les occurrences des variables supplémentaires sont :

S(cientifique) : 155 ES(économique et sociale) : 68LI(ttéraire) : 22 TE(chnologique) : 66. La
hiérarchie cohésitive obtenue par CHIC a partir d'un neméduit des variables, afin de conserver les niveaux
les plus significatifs, est donnée par la.B.

Considérons la clas€e= [E= (OP8= OP7)] = OPX. Son sens, analysé plus en détail dans (Bodin et al.,
1999), est fortement marqué par I'importance accordBenagination et a la recherche personnelle, par les
enseignants d’accord avec ces objectifs et ces opirliangriable la plusypique pour cette classe est S (série
Scientifique) avec un risque de : 0.00393.

En effet, 116 des enseignants de S parmi les 155tieségie qui ont répondu au sondage, figurent dans le
groupe optima{GO) de cardinal 201 relatif @. Soit X une partie aléatoire de méme cardinal (155) queZz3ae
variable aléatoire égale au cardinal de lintersection de Xuegmbupe optimalGO. Selon un modéle
équiprobable de distribution des enseignants, Z suit la lonbaile de parameétres 155 et 201/311 soit 0.656. La
probabilité pour que Z soit plus grande que 116 est lagisgnoncé, soit 0.0039%ais pourS, c’est le couple
(S, (OP8, OPY) qui est mutuellement spécifique au sebiit 2.10°. On retrouve une telle mutuelle spécificité
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pour TE avec le coupléTE, (B,K)) & un seuil 5.10 nous confirmant, sans surprise, que les enseignants des
sections techniqugd E) considérent que les mathématiques doivent étre utiles apaofessionnelleR) et, en
conséquence, aux autres disciplin€¥ ¢t y sont les plus attachés.

Les calculs decontribution a la classeC montrent que, cette fois, 111 enseignants sur les 31déson
participent au groupe optimal. Le nombre d’enseignantS dediminué (il passe de 116 a 67) et, surtout, sa
proportion est bien moindre que précédemment da@©leCeci se ressent dans le seuil qui est 0.0251, soit un
risque 6 fois plus élevé que pour la typicalité. Ce sonemsgignants sondés &equi sont les plus typiques,
c'est-a-dire « conformes » au comportement générdh gmpulation elle-méme sondée. Mais ils sont moins
contributeurs dans les relations strictes entre les 4 variablestituantC. Cette remarque nous montre les
nuances apportées par les deux concepts : typicalité eibcdiotn

Certaines liaisons apparues et commentées ci-dessus seveatr dans le graphe de lacF 4. Les
contributions calculées dans CHIC montrent encore quenssignants de la série S contribuent le plus au
chemin :E= OP8= OP7= OPX avec un risque d’erreur de 0.00746, la transitivité le @ange chemin étant
assurée au niveau 0.75.

10 Conclusion

Ce panorama du développement de I'analyse statistique itn@icaontre, s'il est nécessaire, comment une
théoris de traitement de données se construit pas a pégarse a des problématiques présentées par les experts
de domaines variés. Elle apparait donc autrement que cooemge I'esprit puisque directement applicable aux
situations qui conduisent a sa genése. Les extensions asparté types de données traitées, aux modes de
représentation de leurs structures, aux relations entreijkts,deurs descripteurs et les variables sont bien les
fruits des interrogations gourmandes des experts. 8esdos respectives de révélateur et d’analyseur semblent
opérer avec bonheur dans de multiples domaines applicatifs

On aura remarqué que la base théorique est simpla peuyrait étre la raison de sa fécondité. Méme si les
remises en question de choix théoriques primitifs ne smgapparentes ici, cette genése ne s’est pas faite sans
conflits entre les réponses attendues, la facilité de Ieésast donc ces réponses ont été sources de restaurations
voire de refontes. Quoi qu’il en soit cette méthode d’aeatles données aura permis et permettra encore, je
I'espére, la mise en lumiére de structures vivantesgrd@pproche non symétrique qui en est le fondement.

Parmi les travaux ultérieurs proposés a notre équipe, dthena sur une extension de I'A.S.1. a des variables
vectorielles en réponse a des problemes posés en prot&orhlg autre portera plus extensivement sur la
relation entre I'A.S.| et le traitement des ensembles floudohetion de I'opérateur “implication” en logique
floue sera précisée et illustrée par des applications. A srarelautre sujet, nous tenterons de construire une
méthode qui permettrait de résoudre par I'A.S.I. le probl@es vacuités d’'un tableau de données. Citons
également le travail en cours sur la recherche d’'un inttiagualité d’un graphe implicatif et d’'une hiérarchie de
R-reégles. Enfin, il est bien évident que ces travaux semmduits interactivement avec des applications et, en
particulier, celle de I'apport de I'ASI a la régle de classifaadans les feuilles des arbres de classification. (cf.
Texte de G. Ritschard dans cet ouvrage).
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Summary

Initiated for didactical mathematic situations, the implicative statlstioalysis method has been improved
with lessons learned. It mainly consists in giving stiteetto data linking subjects to variables and providing
inductive data mining between variables. Moreover, basethe contingency of rules, it allows to explain and
then to make forecasts in some investigation fields: psgglipkociology, biology, ... Those objectives entailed
to define the notion of implicative intensity, classes cohesianlusive implication, significativity in
hierarchical levels, contribution of supplementary variablesn the same way, in addition to binary variables
(for example descriptors), modal variables, frequency,oaed recently, interval variables and fuzzy onese hav

been studied.



