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Resumen.Buscamos explicaciones a la debilidad de los airajes de los estudiantes de Célculo Diferencial e
el primer afio de una universidad elegida parateties

Realizamos una encuesta a profesores de la asignetun el objeto de investigar el tratamiento gll@s hacen

de NUmeros Reales en sus cursos de primer affmdeiéria. Se seleccionaron temas habituales dgtdina, y
sobre ellos se plantearon siete preguntas: gradifidaltad y de importancia, distribucion del tipm uso de
ejemplos ilustrativos, planteo de ejercicios y feoias, tipo de presentacion de la materia, metgdolasada en
clases. Procesando las respuestas con el Progr&tt@, @btuvimos informacion que es coherente con la
percepcidn a priori que se tiene en general detrdesfio de los profesores universitarios, y quepsosite
avanzar una hipoétesis acerca del perfil del quetdaeente de un profesor de Célculo, a partir dal podemos
encontrar las explicaciones buscadas.

1 Problema de Investigacion

Partimos de una pregunta muy simple ¢(Cémo se ersefias primeros afios de la Universidad? No es un
misterio que el pasaje de la Ensefianza media)lecéa Universidad es dificil para los estudianéspecialmente
para aquellos que no aprendieron a ser autononowganizados en el estudio, y esta es la situad#ta gran
mayoria. En la ensefianza media el proceso de asely aprendizaje esta dirigido y controlado, amlmo en la
Universidad la situacion es otra: el proceso deragizaje es de responsabilidad del estudiante. gQuée entonces
con el proceso de ensefianza? ¢ Qué influenciagigmeceso de ensefianza en el aprendizaje detlalizrges?

En una investigacion preliminar que hemos reatizawl el marco del Seminario de Investigacion eré€lida de
la Matematica en el Instituto de Matematicas dBUECV, cuya meta era pesquisar el grado de dominanzado
por estudiantes, tanto de primeros afios como d@gsuperiores, sobre algunos conceptos matemalines tales
como los conceptos de funcién, de vector, de gawés vectorial, de limite de una funcién, etas, tesultados no
son edificantes: el grado de dominio obtenido Ha siuy débil y esto explica de algin modo el fraa@ise tienen
en los exdmenes finales. Entonces nos surge lamaeg,qué ocurre con la ensefianza?, o, con meg@sipn, ¢a
qué proceso de ensefianza estan siendo sometidgs estudiantes? ¢qué actividades se les propguam?qué
nivel de exigencias? Nuestro propdsito en esta&stiyacion es identificar ese proceso y encontigunas
elementos que nos permitan describirlo.

2 Marco Tebrico

El marco teérico de esta investigacion contempleeet®s didacto-cognitivos en los que se fundaménta
elaboracion de la encuesta que nos sirve de aptayprasente investigacion y aspectos informatiasados en el
analisis implicativo con los diferentes tratamierde la informacién que permite el software estaudist
multidimencional de Clasificacion Jerarquica Imatiea y Cohesitiva (CHI®)a través del grafo y complementado
por los arboles de cohesién y de similaridad.

Respecto a los aspectos didacticos: la elaborat@dia Encuesta se ha basado en la estructura pithloadel
Programa oficial de la institucién elegida (reprtéativa en el pais) sobre el tema de los NiumeraseRgey los sub
temas seleccionados son los focalizados por elgnuay

Como ha puesto de relieve Raymond Duval, debidoelgs objetos mateméticos no son accesibles gor lo
sentidos ni por medio de instrumentos materialesjocmicroscopios u otros, para su presentacionudieses

1 programa realizado bajo la direccién del Dr. RGyias
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necesario recurrir a representaciones semiétichpraAbien, segun los trabajos de Duval, una reptasién
semidtica depende de un determinado sistema dessitps que constituyen un registro de represama@miotica
-0, por brevedad, un registro— si permiten tremragpones: representar un objeto mateméatico (cnaekyde sus
aspectos); realizar tratamientos al interior dgisteo, y convertir una representacion de un regidé partida a otro
de llegada.

En la presentacion de las materias en la ensefienizamatematica intervienen distintos registrepgeialmente
el algebraico, el grafico y el del lenguaje natugalgun los trabajos de Duval, el proceso de camsjine se favorece
por el uso de al menos dos de ellos, pero, poictéeden la ensefianza, se privilegia solo el akgjebr

Estas operaciones son comunes y espontaneas panatematicos, pero no lo son para los estudiamébsdo a
que facilmente confunden el objeto con su represé&m. Por otro lado, la ensefianza de la matemééca
preferencia al registro algebraico-simbdlico emudro sobre todo del registro lenguaje natural ghasa veces del
registro gréfico, por cuestiones de rigor (y, aegede brevedad). Todo esto trae como consecudificidtades que
inciden en el proceso de comprension de los objeismaticos por parte de los estudiantes.

Estas dificultades, de naturaleza cognitiva, sidiadspn consecuencia, en algun grado, de los tetéosi de las
materias que realizan los docentes, de los ejengplegresentan, de los ejercicios y problemas g@edonan para
el estudio y que proponen en las evaluaciones.

Otro aspecto didactico que tiene en cuenta estsiigacion tiene que ver con la metodologia dddse. En
general, en la ensefianza superior la clase t§sida expositiva, en la cual el discurso del paféi®ne un gran
espacio, “se pasa materia” muchas veces con rafidefundiendo el tiempo de ensefianza con el dendzaje)
lo que de algun modo dificulta el proceso de comgiten de los estudiantes, debido a la falta depepara la
reflexion. Todo esto se agrava cuando los ejengutaratorios son escasos y los problemas qudeszieman y/o
se proponen son los clasicos y sus resoluciones)gmrestas por el profesor en la pizarra, en ebintlg los casos
con un dialogo con algunos estudiantes-aquellosiguen el ritmo de la exposicion-.

Por otra parte, ya mencionamos que nuestro madcizdgomaba en cuenta aspectos estadisticospoyo adel
programa CHIC que permite estructurar y sintetiaardatos procesados. De esta manera pretenddite®pun
perfil de comportamientos de los profesores somstidla encuesta que sirve de base a esta inva@8tiga

En nuestro caso nos interesan las frecuenciassdesdauestas, cuyas alternativas admiten la cadifin 0,1.
(Cf. Anexo 1 Resolucién esperada de la Encuesta).

Se trata de obtener una particiéon éptima en s@valos de valores y luego una implicacion 6ptiradadunion
de esos sub intervalos. A continuacion exponenmas gintesis de las ideas clave de este analiasliststo
multidimensional segun Régis Gras y su equipo.

3 Grafo implicativo

El grafo implicativo es un grafo en el cual lasia@ales que poseen una intensidad de implicacidergrpa un
cierto indice estan ligadas por una flecha queessmta la implicacién. Se pueden seleccionar isdiderentes
marcados en el grafo con distintos colores y egttizres los puede disponer el usuario como lo désstes datos,
CHIC los puede recuperar facilmente, de manera e@stén disponibles para diferentes exploraciones y
modificaciones (variables, talla de las flechad)w®iario. En un primer momento, CHIC ubica lasaldes sin
minimizar de manera 6ptima los cruzamientos y,gemplo, las cadenas transitivas no se afichan grafo, pero
el usuario tiene una buena opcion para hacerloualguier momento y también para suprimirlas. Ofpaidn
permite conservar la frecuencia de ocurrencias ysahrio decidird conservar aquellas que tienealtensoporte
(cercano al 90 %) y suprimir las de bajo sopodegue es de utilidad para la interpretacion deiltados.

Es posible, ademas, elegir una zona de trabajodpfacto y hacerla evolucionar en el curso del éstud
Finalmente, CHIC permite salvaguardar diferentdades de un grafo (disposiciéon de variables,ciglide
implicacion, seleccién o no de alguna variableggsiponer en evidencia diferentes partes del grafo.
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4 Jerarquia Cohesitiva

Ella se basa en el criterio recursivo de la comesbcual se representa por medio de una jeraapgdendente,
cuyo nivel esta dado por la cohesion de las partés orientadas de manera decreciente y cada vezsrfinas, en
el conjunto de las variables.

El indice de implicacion entre dos variables esidodoor el calculo de la cohesion de la clase, dstcuenta de
la calidad de la implicacion orientada, en unaectdes variables y traduce la nocién de meta regiala sobre regla.

Una Jerarquia ascendente o arbol cohesitivo tradréfecamente un embotellamiento sucesivo de lasesl
constituidas segun el criterio de cohesion queeegegiente a medida que aumenta en la jerarquiaivéhfinal de
cohesion permite evitar constituir clases que ingda un sentido implicativo, lo que se produceasnjérarquias
clasicas, pero que estdn mas conformes al campénsiem

En el arbol de cohesidn, las clases de variabtés esnstituidas a partir de las implicacioneseeselias.

El algoritmo agrega en cada etapa las variabledumamtes a la cohesién mas fuerte en ella y pewuitstruir
el arbol de manera casi sistemética y termina saego de construccién cuando la cohesién entrgdaables
aparece muy débil.

4.1 Tipicalidad y Contribucién de los sujetos. Categods de sujetos en los grafos y jerarquias
implicativas.

La tipicalidad y la contribuciérconsisten en primer lugar en medir la parte dspesabilidad” de sujetos o de
categorias de sujetos (variables suplementariadp eyénesis del grafo y del arbol. En segundo |udafinir
métricas en el conjunto de los sujetos y finalmeligtinguir la tipicalidad (comportamiento en réfaca las reglas
contingentes) vy la contribucién (comportamientoretacion a las reglas formales).

4.2 Niveles y Nudos significativos

Las nociones deivel y denudos significativogstan sefialadas por flechas rojas que indicasualrio las clases
sobre las cuales debe poner méas atencidn respkxstdralices de implicacion iniciales.

Ya sea que se trate de caminos del grafo implicatide clases cohesitivas, es interesante conodiicalidad
y contribucién, para constatar cual es la respalidath de los sujetos en la formacion de ellas

4.3 Arbol de Similaridad

Este &rbol se forma con las particiones cada wenos finas del conjunto de las variables estadiade
construye de manera ascendente con ayuda de emocliamado deimilaridad

El andlisis del arbol permite estudiar e interpre¢a términos de tipologia y de semejanza esteaif no
semejanza), las clases de variables, constituigasicativamente, en ciertos niveles.

La similaridad se define a partir del producto e€sieino entre el conjunto de las variables y elwnjde los
sujetos. El criterio de similaridad en el caso deables binarias (presencia/ausencia; si/no; derd&also...) se
expresa de la manera siguiente:

SiendoE el conjunto de variables, dos variabbeg b que satisfacen dos subconjuntog B de E son tanto mas
semejantes cuandosujetos los verifican simultdneamente; es deeiquellos deAnB, lo que es importante en
consideracion de por una parte de lo que habriaesicel caso de ausencia de ligazdn a priori emrb y por otra
parte, de los cardinales &eAy B.

Se mide esta semejanza por la probabilidad dekgea superior al nUmero aleatorio esperado ersigs&ion
donde solo el azar intervendria. El indice entseviriables que le corresponde no esta sesgadel pamafio de
AnBYy no coincide entonces con el coeficiente de taeién lineal.

La modelacion probabilista de la variable aleatatiandek es la realizacion presente, puede ser Binomia o d
Poisson, segun lo desee el usuario. La segundhiljpizsl supone qu& sea una muestra de una poblacién més
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amplia que la inicial, lo que no supone la prime8a.E no tiene ninguna razén estadistica a priori de ser
representativa, es preferible usar el modelo Biagntjue analiza la estructura &een cuanto tal. Cuando los
parametros lo permiten, puede efectuarse una apagidn gaussiana de esas dos leyes.

> G 2 < @ ,

e

Fig. 1 Arbol de similaridad

El indice de similaridad entre variables sirve t@nlpara definir urindice de similaridad entre dos clasds
variables segln el mismo principio de comparacitiredaobservaciory lo quedaria el azar
El arbol de similaridad da para cada par déabbes la similaridad entre ellas y un algoritrera formar
nuevas clases, formadas por otras clases, comadstra el arbol.

5 Metodologia

El disefio metodoldgico que hemos adoptado se apoyama encuesta dirigida a profesores la que zatest
siete preguntas sobre el tratamiento del capitediicddo a los nimeros reales.

Las preguntas se refieren al grado de dificultddaiea para ensefiarlo, la importancia que tiehgempo que
el profesor le dedica, el uso de ejemplos ilustoati la seleccion de ejercicios y problemas quee hada
metodologia empleada en sus clases. Estas pre@stéasreferidas al tratamiento de la Axiomates Ecuaciones,
las Inecuaciones y los Problemas de Aplicacion.

Problemasd
Pregunta Tema Axiomatica Ecuaciongs Inecuaciohds Aplicacion
Grado de dificultad
Grado de importancia
Distribucién del tiempo
Ejemplos ilustrativos
Ejercicios y Problemas
Tipo de Presentacion de la materia
Metodologia usada en clase
Tabla 1. Preguntas de la encuesta

N[O h|WIN(F

Las respuestas que se esperan para cada pregueta ¢uatro alternativas.

Los profesores encuestados pertenecen a una éitatituniversitaria representativa en el pais cuda=entes y
tienen una formacién sélida en matematicas: gradmalgister o doctor.

Los datos recogidos en esta encuesta los procesanrasés del software estadistico multidimensiodal
Clasificacion Jerarquica Implicativa y Cohesitiv@H|C) de modo que atendiendo a las exigencias agrama
asignamos por ejemplo a las respuestas referildagragunta Seleccién de Ejercicios y Problemasp&elecciona
utiliza las guias preparadasl: Selecciona ejercicios rutinarip®: Selecciona ejercicios rutinarios y problemas
clasicos 3: Selecciona Ejercicios y Problemas abiertos enmligti contextos, y con demostraci®ara el momento
de la aplicacién de la encuesta se habia previsterg@nfasis en que las preguntas tenian com@sljptofesor y a
su quehacer. (Cf Anexo 2, alternativas de respsest
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La presente investigacion se interesa en conoageo @nfrentan los profesores el tratamiento quézesade
acuerdo al grado de dificultad que encuentraragdiio en clases, el grado de importancia quedeganh, al tiempo
qgue le dedican, al uso de ejemplos ilustrativola aeleccion de ejercicios y problemas, al usoaderégistros
algebraico, de lenguaje natural y grafico y tipongetodologia expositiva, con actividad de alummos, uso de
tecnologias.

El tratamiento de la axiomatica necesita una preacdén por parte del profesor en relaciéon con é&sgntacion
del tema, lo que sobrepasa la exposicion, debigieeahay que demostrar proposiciones de acuerdorconarco
tedrico que no es del mundo sensible y no respahdentido comin, lo que trae dificultades a lasidiantes,
porque es necesario haber aprendido a respetanase tedrico. Ademas, los conocimientos antesiale los
estudiantes al respecto los llevan a trabajar mésfuicion que respetando reglas, axiomas, dgfines.

Las ecuaciones son dificiles porque también loso@anientos anteriores de los estudiantes obstaculia
presentacion de caracter matematico, mas lejatentédenica que ellos han aprendido en el liceqpresentacion de
las ecuaciones se realiza en el registro algebecaieces también utilizado en el liceo.

Respecto a las inecuaciones la dificultad estauenla presentacién necesariamente recurre a distrosg el
algebraico y el gréafico, y ya no se esta en unesién de mono-registro como en las ecuacionesnasi@ara la
resolucién de las inecuaciones es necesario stwran Cuerpo Ordenado, en cambio para las ecgaclmasta
tener una estructura de Cuerpo. La dificultad pasaestudiantes se presenta debido a que ellosenolas
diferencias mencionadas y utilizan las mismas té&née resolucién en las ecuaciones e inecuacyopaslo tanto
se producen las equivocaciones.

Los ejemplos ilustrativos son muy importantes debédsu caracter aclaratorio. Los ejercicios y potas
clasicos son necesarios, pero mucho mas relevantesos problemas nuevos y los problemas abieytsjue
apuntan tanto a la integracion como a la transéésgnaplicacién de los conocimientos. El profeseme un trabajo
adicional en la seleccién de este tipo de problefaascambio para los ejercicios rutinarios y protds clasicos
estan disponibles el texto institucional y/o lagagude la plataforma virtual.

6 Andlisis de Resultados

Realizamos la codificacion y procesamos los datos @ CHIC y obtuvimos los tres arboles que aredja
programa: estudiaremos el grafo implicativo, eb&de cohesién y también el arbol de similaridad.
A continuacién el grafo implicativo:

&aOEJ RpOP) Ra3M Re2l P) Rpll Re3l| (Rill

Re@ Ri3T) (RalT Ra3D) Reza Ral Ro2gj| (Ri31 | (Rell

T Ra2D) RIZE ReOM Ra2E| Rp3D) RelD| |Ra3Ej
RaOM Rp3EA Rp&@ Ri2D

Ri3Ej Re3é

Rt (Riow)

Rp2!

9¢ 9t 85

Fig. 2. Grafo implicativo
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6.1 Andlisis del grafo Implicativo

Leyendo este arbol de derecha a izquierda, saglign las tres ramas siguientes:

FalEj P Faihd
;

Fe3hd
12

FaEF Fi3h
14 14

Fig. 3 Grafo implicativo. Detalle por rama

En laprimerarama se distinguen tres caminos, siendo RaOM un nudo:
RaOEj, Ri1P, RelP, RaOM

RpOP, Re2D, RelP, RaOM

Rpl1lP , RelP, RaOM

Se constata que ptimer caminoconecta a los docentes que dicen privilegiar ¢eladaico y simbdlico en los
problemas de aplicacion (Rpl1P), también lo haeta presentacion de las ecuaciones (RelP) yafigoe no
dan importancia a la axiomética en el tratamieettod nimeros reales (RaOM).

Se percibe en este grupo de respuestas que gsifigdan que privilegian lo expositivo para el traemto de la
Axiomatica (25/30), tratan las ecuaciones (18/3filpgiando lo algebraico y simbdlico. Posiblenerdsto
significa que la exposicion se mantiene, y (13&#)alan que encuentran bastante dificultad emtaltiento de las
ecuaciones.
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El segundo caminde esta rama conecta a los docentes que afirmapriilegian 1o conceptual y el uso del
lenguaje natural en la presentacién de los proldede aplicacion (RpOP), ellos sefialan encontratabhte
dificultad en el tratamiento de las ecuaciones [(Re2que privilegian lo algebraico y simbélico endresentacién
de las inecuaciones (RilP), lo mismo para la ptasgm de las ecuaciones (RelP). Sefialan adem4wigilegian
lo expositivo para la presentacién de la axionaatiRaOM).

El tercer camino conecta a los docentes que sefialan no recugfenaplos ilustrativos en la presentacion de la
Axiomatica (RaOEj), que privilegian lo algebraicasiynbdlico en la presentacion de las inecuacioR&sP) y no
dan importancia a la axiomatica (RaOM).

En este grupo 5 de 30 encuestados sefialan quecawere a ejemplos ilustrativos en la presentaciénad
axiomética; 18 de 30 sefialan que presentan lasieoea privilegiando lo algebraico y simbdlico; del 30 también
lo hacen en la presentacién de las inecuaciones.

Como se puede constatar RaOM resulta un item hasigibe 25 preferencias.

Esta primera rama muestra un profesor en cuyo geeldbcente se privilegia lo expositivo, lo algétway
simbdlico en la presentacion de las materias y spf@la encontrar bastante dificultad en el tratatmiele las
ecuaciones. Dentro del grupo de profesores endgsstajuellos que cumplen con este perfil son dmados por
E7,E14 y E27.

La segunda rama contiene dos caminos

Ra3M, Re3M, Ra2Ep, Rp3Ep
Ra3M, Re3M, Ri3M

El primer caminoconecta las respuestas de docentes que sefialanrgbaan metodologias para el tratamiento
de la axiomatica y lo mismo para el tratamientdageecuaciones; en el tercer item estos docenfiesasetambién
gue seleccionan ejercicios rutinarios y problemasiaos para el tratamiento de la axiomatica (Ra2Egue
seleccionan ejercicios y problemas abiertos patas de los problemas de aplicacion (Rp3Ep).

El segundo camingoincide en los dos primeros item con el primpesp en el tercero los encuestados sefialan
gue seleccionan también combinan metodologiasgbaratamiento de las inecuaciones.

El perfil de los profesores de esta rama se carzaatpor sefialar que combinan metodologias parateimiento
de la axiomética y ecuaciones, seleccionan ejexcicutinarios y problemas clasicos en el tratamiet¢ la
axiomética y seleccionan problemas abiertos pararablemas de aplicacion.

Este perfil nos plantea interrogantes, ya que 12B@erofesores sefialan combinar metodologias: squé
entiende por combinar metodologias? ¢ se refieaerasblucion de problemas? ¢ a la presentacionsdmagerias?
Estas interrogantes nos indican que necesitamogleomantar esta investigacién con entrevistas flasnala
investigacién contempl6 entrevistas informales-esbol que las preguntas no dan sefiales al respecto.

Dentro de los profesores encuestados, aquellosuquplen con este perfil son los designados porE&ES, E30
y E32.

En latercera rama se distinguen cuatro caminos

Re3P, Ri3P, Re1D, Rp3Ej, Ri3Ej
Re3P, Ri3P, RelD, Rp3Ej, Re3Ej
Ra3Ej, Rp3Ej, Re3Ej,

Ra3Ej, Rp3Ej, Ri3Ej

El primer caminoconecta a los docentes que sefialan combinar adeneatk lo algebraico con lo grafico en el
tratamiento de las ecuaciones (Re3P), e igualmeate el tratamiento de las inecuaciones (Ri3P)p picen
encontrar alguna dificultad en la ensefianza dedasciones (RelD) y sefialan que utilizan dos odjermplos
ilustrativos por concepto en los problemas de apiém (Rp3E;j) y lo mismo para el tratamiento deif@suaciones
(RI3Ej).
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El segundo caminaoincide en los cuatro primeros items del prir@mioo y en el quinto Re3Ej sefialan que
utilizan dos o mas ejemplos en el tratamiento destaiaciones.

El tercer caminade esta rama conecta a quienes sefialan utilizan dwas ejemplos ilustrativos por concepto en
la presentacién de la axiomética (Ra3Ej) y lo migram el caso de los problemas de aplicacion (RpB&mbién
para el tratamiento de las ecuaciones (Re3Ej).

El cuarto caminacoincide en los dos primeros items con el camiierir, pero el tercer item (Re3Ej) indica la
utilizacion de dos o méas ejemplos en el tratamigietdas inecuaciones, lo mismo que sefialaron easal de las
ecuaciones.

Este grupo de profesores de3 la tercera rama aetedrza por sefialar que combina adecuadamentgeloraico
con lo gréfico en el tratamiento de las ecuaci@nggcuaciones, por encontrar alguna dificultathesnsefianza de
las ecuaciones y utilizar dos 0 mas ejemplos etrddamientos de las ecuaciones e inecuaciones.

Dentro de los profesores encuestados, aquellogwuelen con este perfil son los designados pob, ER1,
E25y E32.

En esta primera lectura del arbol implicativo pupdecibirse una coherencia en el quehacer querdéaarlos
docentes, aun cuando aparecen ciertos fenémenosjepaplo el tratamiento que dicen hacer paradasa@ones es
el mismo que el que utilizan para las inecuacionéses sorprendente que la mayoria de los docépfesle 30)
sefiale que no le da importancia al tratamient@@xiomatica.

6.2 Andlisis del Arbol Cohesitivo (Arbol en Anexo 3)
De este arbol seleccionamos 20 niveles (Cf. Angxpedo solamente analizaremos los més signifioativ

En el arbol de cohesidn se constata que el tratamée las ecuaciones y el de las inecuacionesisolares, en
la seleccion de los ejemplos, de ejercicios ruiisay problemas; en la metodologia que se utilikssyproblemas de
aplicacion que ellos seleccionan; en la presematid§ profesores sefialan que privilegian los tegsalgebraico y
simbdlico.

Los seis primeros niveles del arbol de cohesidefieren al tratamiento de las ecuaciones y lasuiaeiones:

El nivel 1 se refiere al uso de ejemplos ilustiadiy 21 profesores sefialan que usan uno o massen su
tratamientos. El resto de los profesores (9) safisausa un ejemplo por concepto.

En el nivel 2 de cohesién (0.998) encontramos bfepores que sefialan que seleccionan ejerciciosiriags y
problemas clasicos.

En el nivel 5 (0.993) encontramos 14 profesoressgii@lan que privilegian lo algebraico en la priesgon de
estos temas.

En el nivel 6 (0.889) 17 profesores sefialan quebdatante importancia a las ecuaciones e ineclegion

Respecto a la metodologia (expositiva, actividadatienno, tecnologias), en el nivel 8 (0.878) l1afesores
sefialan que las combinan en estos temas y paradanpacion de la axiomatica seleccionan ejercititisarios y
problemas clasicos.

6.3 Analisis del arbol de Similaridad (Cf. Anexo 4)

Este arbol corrobora las informaciones encontratasl arbol de cohesién, pero se destaca que I8spres
sefialan que encuentra alguna dificultad en elniat&to de las ecuaciones y usan dos 0 mas ejerntpdbstivos
por concepto en los problemas de aplicacion. Ademasofesores sefialan que encuentran bastanteltifl en el
tratamiento de los problemas de aplicacion y le algana importancia a la presentacién de la axicaat 18
profesores sefialan que dedican el tiempo estipalamatamiento de la axiomatica y de las ecuasione
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7 Conclusiones

Estos primeros resultados de la investigaciéndeslgunas evidencias empiricas de una panoraeida
docencia que se imparte a nivel universitariojes leste es un estudio cualitativo permite plarsgrnas hipotesis,
para una proxima investigacion que comprenda ubkapidn mayor de encuestados.

Sefialaremos tres hechos :

Primero, resulta sorprendente que la mayoria sefimerealiza un tratamiento similar para las eicunes e
inecuaciones, este un fenébmeno didactico a estubaw ecuaciones e inecuaciones son objetos matesat
distintos, por lo que hay diferencias en su funaiiento: aunque tengan propiedades que sean Egjilan la
ensefianza deben tener énfasis las diferenciasalarfa de los profesores nos dijo “es claro quedifgrencias”,
entonces ¢ por qué los estudiantes no las venajarabon las inecuaciones tal como lo hacen coedaaciones ?

Este fendbmeno nos lleva a la siguiente reflexiéeraec de dos tépicos relacionados con nuestro temde
ecuaciones e inecuaciones y el de la axiométidasdelimeros reales.

7.1 Ecuaciones e Inecuaciones

Es claro que un (sistema de) ecuacion (ecuacioees)in caso particular de un (sistema de) inecuacion
(inecuaciones). En efecto y por ejemplo, la ecuaaiérb=0 es la conjuncién de las inecuaciomesb =0y 0=
ax+b.

Lo anterior no significa, evidentemente, que dhtraento de las ecuaciones para los estudiantenséga como
caso especial del de las inecuaciones. Ello no gotque las inecuaciones resultan ser un conocimigenas
avanzado’ y que debe por tanto ser precedido delasleecuaciones, sino porque, desde un punto da vis
propiamente matematico, hay una diferencia crulsiah conocida:

El ambiente natural de la resolucion de ecuaciesesl de un Cuerpo (conmutativo) (el de los nUmezakes,
claro estd). El procedimiento de resolucion de eonas simples se basa en dos propiedades quelseetdeen
forma inmediata de la estructura de cuerpo:

Seana,b,cnimeros reales. Entonces:

Sia = b,entonces+c = b+c (e inversamente)

Sia = by c#0entoncesac = bc(e inversamente)

Por oposicion a lo anterior, el ambiente naturaladeesolucién de inecuaciones simples es el d€ugrpo
(conmutativo) ordenado (el de los nimeros realesya resolver inecuaciones simples, hay que recooria
propiedades deducibles de la estructura de cuesipo, a propiedades (axiomas) de compatibilidad ate |
operaciones con la relacion de orden:

Seana,b,cnimeros reales. Entonces:

Sia= b, entoncesa+c = b+c (e inversamente)

Sia=byc>0entoncesac= bc(e inversamente)

La diferencia crucial en el aprendizaje estd emldtiplicacion: si bien para el caso de las ecumsola
restriccibnc#0 en2. produce ocasionales dificultades si se la olvd situaciones que contengan esa dificultad
no son frecuentes, o bien el profesor no las emfati tal vez ni siquiera las mencione), para eb s las
inecuaciones la restriccié>0 en4. es de uso tan habitual que se constituye naturéénemel instrumento que
muestra si el estudiante ha aprendido la resolu#dnecuaciones simples o no lo ha hecho.

Todo lo anterior tiene sus traducciones al regigtdfico (en términos de diagramas cartesianos)pgmue
también se puede apreciar la diferencia substamfiia hay entre tratar con ecuaciones y con inecoes)
respectivamente: si en una basta con interseattasr® curvas simples (o que dard generalmentecolegcion
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finita de puntos), en la otra ya en el caso liteal que habérselas con semiplanos (cuya intersedaidegiones del
plano, no numerables).

En cualquier caso, una muestra indirecta de lamish que hay para un alumno entre las ecuacioras y
inecuaciones se puede obtener a partir de la siguadservacion:

Frente a un sistema de ecuaciones lineales indetm un alumno encontrar4 que tiene una cantidad
abundante de soluciones y se inclinara por escdbmo respuesta, la ingenua expresion “infinitde@ones” —sin
preocuparse mayormente de cuales son—. En caméide fa una inecuacion, él sabe que las solucieom®scasi
siempre, infinitas, pero tiene muy claro que ences® no le bastara con decir que hay “infinitdgcsones”.

En segundo lugar, otro hecho que llama la atenesoel referente la axiomatica de los Numeros reklegran
mayoria la presenta con una metodologia exposjtidgedicandole el tiempo estipulado en el prograBralas
entrevistas informales algunos profesores opingom para los estudiantes es dificil esta parteadodjue ya
aprendieron algunas reglas en el liceo, para goplozarlos si ello no es materia de pruebas.

Percibimos aqui un claro efecto Jourdain, y par lstdo nos surge la pregunta ¢,por qué no es mdepaueba?
Y a partir de ella surgen nuevas preguntas, ¢dyjaega la I6gica entonces en un curso de mateasate primer
afio universitario, en particular en uno de Calcy/8@ reduce a las técnicas sin explicacionessgwiqué

Por otra parte, en ausencia de axiomética, la ndtesnse transforma en un proceso deductivo sieasi
inicial, de manera que es dificil separar la héigdso el razonamiento plausible del razonamiemtwecto. Esto
Gltimo no parece, en principio, tan grave puedagactica, cada quien dara algunas cosas patasgtsimplemente
(si bien en muchos casos seria mejor hacer esegwan forma consciente). Sin embargo, si ho se taidado,
sera dificil distinguir entre el cuerpo ordenads taimeros reales del cuerpo ordenado de los nlimecmnales:
después de todo, lo que hace la diferencia, cuakgiea la presentacion que se haga de ellod, fesyaal cabo
(una versién equivalente a) el axioma del supremo.

7.2 Comentario Final

Respuestas de estudiantes a problemas simplesjepoplo, sobre la definicién de limite de una féncgidejaron
en evidencia aplicaciones de técnicas de célciue; lo que nos motivé a preguntarnos qué ensefiatiisieron
estos estudiantes, y a elaborar la encuesta adtuldi cual encuentra en lo anterior alguna exgitho.

Finalmente, la pregunta sobre el uso de metodadagd nos quedd clara: nosotros nos referiamasikegio de
clases expositivas, o con énfasis en al actividddestudiantes, o uso de tecnologias, y muchostendieron asi,
pero otros lo confundieron con la presentaciénadenhaterias respecto al privilegio de algun registfgebraico,
gréfico o lenguaje natural.

Lo que nos alerta para la pr6xima aplicacién dmlzuesta.
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Resumé

Cette recherche vise a donner quelques raisongiéficiences des étudiants en matiére de calctérdiitiel,
dont le taux d'échec est important dans les exarderig de formation.

Une enquéte a été faite a des professeurs d'uit&verisargés de I'enseignement du calcul différénpeur
observer comment ils traitaient le chapitre inétthNlombres réels” dans le premiére année des oesri&ingénieur.

Les thémes retenus pour I'enquéte correspondent@abenus habituels du programme d’enseignemenfaiin
I'objet de 7 questions: difficulté, importance di¢te, organisation du temps, recours a des exemjilastration,
proposition d’exercices et de problémes, type @sgmtation du contenu, méthodologie d’enseignenidisée par
le professeur. Le programme CHIC nous a fourniidissmations en cohérence avec ce que I'on ditthabement
sur cet enseignement, et la recherche permetdimsncer une hypothése sur le profil de la tactszignante que
se donne un professeur de calcul différentiel,utenqus ouvre des pistes pour les raisons cherchées

Abstract

This research aims to find some explanations fer wleaknesses on the learning of students in Diffite
Calculus in a college chosen for the study.

We made a survey on instructors of the subjediyvestigate their treatment of the customary ChapiteReal
Numbers in their first year courses for engineerimgjors. We selected subjects corresponding taishal contents
of the Program, and we raised seven questions a@bent: degree of difficulty, importance assignedh® subject,
distribution of time, use of illustrative examplesnploy of exercises and problems, style of predgemt of the
subject, methodology used in classes. By procegbim@nswers with CHIC Software, we have obtainaigh that
are quite coherent with the usual a priori perceptf the performance of university instructorsg éimat allow us to
formulate a hypothesis on the profile of the ediocat task of a Differential Calculus instructomrin which we can
obtain some of the explanations looked for.

Anexos

Anexo 1. Resolucién esperada de la encuesta

Problemas de
Pregunta Tema Axiomatica Ecuaciones| Inecuaciongs Aplicacion
1 Grado de dificultad 2 2 3 2
2 Grado de importancia 3 2 2 3
3 Distribucién del tiempo 3 2 2 3
4 Ejemplos ilustrativos 3 3 3 3
5 Ejercicios y Problemas 3 3 3 3
6 Tipo de Presentacion de la materia 0 1 3 3
7 Metodologia usada en clase 3 3 3 3

Anexo 2. Las alternativas de respuestas en el signte cuadro:

Pregunta N°1Sobre el grado de dificultad del Tema
Sin Dificultad

Alguna dificultad

Bastante Dificultad

Mucha dificultad

WIN (RO
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Pregunta N°2Sobre el Grado de Importancia del Tema

0 | Sin importancia
1 | Alguna Importancia
2 | Bastante Importancia
3 | Mucha importancia
Pregunta N°3Sobre el Tiempo Dedicado (programa)
0 | No le da tiempo
1 | Menos de lo estipulado
2 | Lo estipulado
3 | Mas de lo estipulado
Pregunta N°4Sobre el uso de Ejemplos ilustrativos
0 |No usa
1 | Usa a veces
2 | Usa uno por concepto
3 | Usa dos 0 més por concepto
Pregunta N°5Sobre la seleccién de Ejercicios y Problemas
0 | No selecciona, utiliza guias
1 | Selecciona ejercicios rutinarios
2 | Selecciona ejercicios rutinarios y problemas clisic
Selecciona ejercicios y problemas abiertos enndisticontextos, y con
3 | demostracion
Pregunta N°6Sobre el Tipo de presentacion de la materia
0 | Privilegia lo conceptual y el lenguaje natural.
1 | Privilegia lo algebraico y lo simbélico
2 | Privilegia lo gréfico
3 | Combina adecuadamente lo algebraico y gréafico
Pregunta N°7Sobre la Metodologia usada en clases
0 | Privilegio de la exposicion
1 | Privilegia la actividad de alumnos
2 | Privilegia la tecnologia
3 | Combina metodologias
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Anexo 3: 20 niveles del arbol de cohesion

B : Nivel.
: Cohesi 6n.
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Anexo 4:Interpretacion del arbol de cohesion

Nivel

Cohesiol

Red

Interpretaciones

1

1

Re3E[21) Ri3Ej (21)

Usa uno o mas ejemplos ilustrativos pmrcepto
en el tratamiento de las ecuaciones e inecuacio

nes.

1

Re2E|(9) - Ri2Ej (9)

Usa un ejemplo por concepto tanto en
ecuaciones como en las inecuaciones.

las

0.998

Ri2ER19) Re2EP(20)

Selecciona ejercicios
clasicos tanto en las ecuaciones como en
inecuaciones.

rutinarios 'y problemas

las

0.997

Re3R8) - Ri3P(13)

Combina adecuadamente lo algebraico y lo grg
€n ecuaciones como en inecuaciones.

fico

Re3M(12) - Ri3M (14)

Combina metodologias (expositivas, actividad d
alumno, tecnologias) en las ecuaciones y en las
inecuaciones.

0.997

RiOM (6) - ReOM(11)

Privilegia lo expositivo como metodologia, tantg
en las ecuaciones como en las inecuaciones.

0.996

RIIM(10) - ReIM(11)

Privilegia la actividad del alumno como
metodologia en las inecuaciones como en las
ecuaciones.

0.993

Ri1IR14)- RelP(18)

Privilegia lo algebraico y lo simbdlico en la
presentacion de las inecuaciones y también de
ecuaciones.

0.989

Re2(17)- Ri2l (18)

Da bastante importancia a las ecuaciones com
las inecuaciones.

[Re3P(8) - Ri3P(13)] - Rp3P(18)

Combina adecuadamente lo algebraico y lo gra
en ecuaciones como en inecuaciones y también
los problemas de aplicacion.

0.986

Re3ER7) - Rp3ER(15)

Selecciona ejercicios y problemas abiertos en
distintos contextos y con demostracion en las
ecuaciones y en problemas de aplicacion.

0.978

[Re3M12) - Ri3M (14)] - Ra2EP(14)

Combina metodologias (expositivas, actividad d
alumno, tecnologias) en las ecuaciones como €

las inecuaciones. Ademas, selecciona ejercicios
rutinarios y problemas clésicos en la Axioméatica.

0.969

Rell6) - Rp3Ej(18)

Encuentra alguna dificultad en el tratamiento de
las ecuaciones y usa dos 0 mas ejemplos
ilustrativos por concepto en las problemas de
aplicacion.

10

0.962

Rp2ERL4) - RaOM(25)

Selecciona ejercicios rutinarios y problemas
clasicos en los problemas de aplicacion y
privilegia la exposicion en la Axiomatica.

11

0.945

Ra3E(6) - Ri2D (17)

Usa dos 0 mas ejemplos ilustrativos por concep
en la axiomatica y encuentra bastante dificultad
el tratamiento de las inecuaciones.

12

0.941

RI3ER7) - [Re3EP(7) - Rp3EP(15)]

Selecciona ejercicios y problemas abiertos en
distintos contextos y con demostracion en las
inecuaciones y también en las ecuaciones y en

el

as

oa

fico
en

=]

to
en
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problemas de aplicacion.

13

0.937

[Ra4R) - Ri4P()] - [Re4P() - Rp4P()]

Sin respuesta.

14

0.932

Ra0E(5) — [Ri1P(14) - Re1P(18)]

No usa ejemplos ilustrativos en la Axioméatica y
privilegia lo algebraico y simbdlico en las
inecuaciones y ecuaciones.

[Re1D(4) - Rp3Ej(18)] — [Re3Ej(21) -
Ri3Ej (21)]

Encuentra alguna dificultad en el tratamiento de
las ecuaciones y usa dos o mas ejemplos
ilustrativos por concepto en los problemas de
aplicacion. Ademas, usa de uno o mas ejemplo
ilustrativos por concepto en el tratamiento de la:
ecuaciones e inecuaciones.

0

15

0.931

Ra3M4) — [[Re3M(12) - Ri3M (14)] -
Ra2EP(14)]

Combina metodologias en la Axiomatica,
ecuaciones e inecuaciones y ademas en la
Axiomatica selecciona ejercicios rutinarios y
problemas clasicos.

16

0.929

Re3(6) - Ri3I (9)

Da mucha importancia a las ecuaciones e
inecuaciones.

17

0.927

RpOR7) - Ri3T (11)

Privilegia lo conceptual y el lenguaje natural@n
Problemas de aplicacién y dedica mas tiempo d
estipulado (segun el programa) al tratamiento d
las Inecuaciones.

elo

Rp1i(4) - Rp2Ej(11)

Da mucha importancia a problemas de aplicaci
usa un ejemplo ilustrativo por concepto en las
inecuaciones.

ny

18

0.914

Ra307) - Rp3D(13)

Encuentra mucha dificultad en la Axioméatica y €
Problemas de aplicacion.

19

0.904

Ri1(3) - Rell(6)

Le da alguna importancia a las Inecuaciones co
a las Ecuaciones.

mo

20

0.891

[Ra3M4) — [[Re3M(12) - Ri3M (14)] -
Ra2EP(14)]] - Rp3M (15)

No usa ejemplos ilustrativos en la Axioméatica y
privilegia lo algebraico y simbdlico en las
inecuaciones y ecuaciones. Ademas, combina

metodologias en Problemas de aplicacién.

Anexo 5. Descripcién del arbol de similaridad

Nivel | Clase (Frecuenci | Similaridac | Sujetos Interpretaciones

33 Re2E]j, 0.999976 | E27 E30 E5 E11 El7Usa un ejemplo por concepto tanto en |las
Ri2E] E12 E7 E23 E19 ecuaciones como en las inecuaciones.
9)

45 RelM, 0.998651 | E7 E4 E18 E17 E15 Privilegia la actividad del alumno como
RilM E19 E8 E23 E21 metodologia en las inecuaciones como en|las
(9) ecuaciones.

54 Re3M, 0.993955 | E26 E32 E30 E31 H9Combina metodologias (expositivas, actividad |del
Ri3M E5 E2 E13 E24 E22 | alumno, tecnologias) en las ecuaciones como en
(11) E16 las inecuaciones.

69 Re3Ej, 0.974085 | E21 E22 E29 E31 | Usa uno o mas ejemplos ilustrativos por concepto
Ri3Ej E32 E28 E24 E25 en el tratamiento de las ecuaciones y de|las
(21) E26 E4 E6 E8 E1 E2| inecuaciones.

E3 E15 E16 E18 E9
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E10 E13
70 RelP, 0.966096 | E28 E27 E4 E31 E1 Privilegia lo algebraico y lo simbdlico en Ja
RilP E3 E19 E13 E14 E7 | presentacion de las inecuaciones y también de las
(13) E5 E24 E6 ecuaciones.
71 Re2EP, 0.96225 E5 E26 E24 E25 E1 Selecciona ejemplos ilustrativos y problemas
Ri2EP E31 E2 E3 E4 E17 | clasicos tanto en las ecuaciones como en| las
(18) E15 E14 E12 E9 E23 inecuaciones.
E6 E8 E19
72 Ra2EP, 0.962198 | E13 E32 E31 E30 | Combina metodologias (expositivas, actividad |del
Re3M, E26 E9 E5 E2 E24 | alumno, tecnologias) en las ecuaciones y en las
Ri3M E22 E16 inecuaciones. Ademas, selecciona ejercicios
(12) rutinarios y problemas clasicos en la Axiomatica.
74 Re2l, 0.960659 | E26 E25 E31 E29 | Da importancia a las ecuaciones como a|las
Ri2l E30 E28 E24 E9 E10 inecuaciones.
(15) E12 E11 E3 E22 E2]
E19
78 RelD, 0.941875 | E31 E32 E25 E13 | Encuentra alguna dificultad en el tratamiento|de
Rp3E;j E12 EIO E9 E3 E22 | las ecuaciones y usa dos o mas ejemplos
(13) E21 E18 E16 E15 ilustrativos por concepto en los problemas |de
Aplicacion.
87 Rp2D, 0.880464 | E32 E31 E30 E29 | Encuentra bastante dificultad en el tratamientg de
Rall E18 ES E7 E6 E3 los problemas de aplicacion y le da algyna
(9) importancia a la Axiomatica.
90 Raz2l, 0.832979 | E28 E15 E13 E2 EZ Le da alguna importancia a la Axiomatica y
Ri2T E19 E25 E11 E27 dedica el tiempo estipulado (segun el programa)) al
(9) tratamiento de las Inecuaciones.
92 Ra2Ej, 0.829325 | E30E16 E13 E4 EZ Usa un ejemplo ilustrativo por concepto en|la
Rp3M E23 E22 E21 E19 Axiomatica y combina metodologias en los
(9) problemas de aplicacion
94 Rp2EP, 0.82278 E4 E5 E29 E1 E31 | Selecciona ejercicios rutinarios y problemas
RaOM E14 E25 E10 E19 clasicos en los problemas de aplicacion| y
(14) E18 E11 E6 E12 E8 | privilegia la exposicién en la Axiomatica.
99 Raz2T, 0.714625 | E26 E27 E25 E24 | Dedica el tiempo estipulado (segun el programa) al
Re2T E28 E32 E31 E30 E1 tratamiento de la Axiomética y en las Ecuaciones.
(18) E18 E17 E10 E8 E14
E23 E22 E21 E9
107 | RelD, 0.491846 | E25 E3 E31 E13 E21Encuentra alguna dificultad en el tratamiento|de
Rp3Ej, E32 E15 E10 E9 E22 las ecuaciones y usa dos o mas ejemplos
Rp3l, E18 E16 ilustrativos por concepto en los problemas|de
Re3Ej, aplicaciéon. Ademés, usa uno o mas ejemplos
Ri3Ej ilustrativos por concepto en el tratamiento de|las

(12)

ecuaciones Yy de las inecuaciones.




