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Résumé En fouille de regles, certaines situations exceptidies défient le bon sens. C'est le cas de l&reg|
R:a - cetb - cet @eth) - nonc. Une telle régle, que nous étudions dans l'artielt appelée regle
d’exception. A la suite des travaux précurseur&d8uzuki et Y. Kodratoff (1999), qui ont étudié autre
type de régle d’exception, nous cherchons ici aatariser les conditions d’apparition de la regldaRs le
cadre de I'Analyse Statistique Implicative. Nousnélons cette notion alkregles.

1 Introduction

Depuis les travaux de Agrawat al, (1993) les regles d'association ont été un mott&s utilisé pour
extraire des tendances implicatives dans des lasdennées. Rappelons que lorsqu’on dispose d'sendvie
E d'individus décrits pap variables 4, b, ....}, qui peuvent étre des conjonctions de vadaldtomiques et que
I'on supposera ici binaires, une régle d’assoamdio- b signifie que sa est vérifiée alorgénéralemeni I'est
également. Lorsque l'on extrait un ensemble desgeliéglespartielles d’association, il est pertinent de
s'interroger sur les « relations » que ces regigsetennent entre elles. Cette question a étédéleodans la
littérature selon différents points de vue. Dans aptique de structuration de I'ensemble des rediférentes
méthodes de classification ont été proposées llerg. et al., 1997 ; Gras et Kuntz, 2005). Des regméations
visuelles bien adaptées permettent également deeneet évidence des dépendances entre les regies één,
2000 ou Couturier et Gras, 2005).

Si I'on étudie localement avec attention ces refetj on peut découvrir une situation qui défietliition.
Supposons que l'on ait, entre trois variables @ample, des attributs), b et c, conjonction de variables
binaires dans I'étude présente et vérifiant c etb — c. Dans des cas exceptionnels, on n'a pasth) - c,
comme le bon sens nous le suggére, naeth) — ¢ (ou cest écrit a la place de na Cette derniére régle
sera appelée iciegle d’exception.

Remarquons que des travaux antérieurs (Suzuki dtat@ff, 1999 ; Suzuki et Zytkow, 2005) considérent
comme situation d’exception la situation suivante :

a - c (dite regle de sens commun), no { c¢’) (dite regle de référence) e €t b) — ¢’ (dite regle
d’exception) olc# ¢’ et oua etb sont respectivement des conjonctions( a ete ...et @) et (b=b,et b.... et
by). Notre définition de régle d'exception se distingainsi de celle-ci, mais présente comme chez EikSez
Y.Kodratoff, un caractére surprenant.

Or, il existe, comme nous le verrons en donnantedesnples, des situations naturelles ol un caeacter
exceptionnel associe les trois variables. Pourdadre en compte et en étudier un modeéle, nousl@tsrici le
sens précédent en accentuant ainsi le caractépeesant ¢ exceptiof d’'une régle dérivée de deux régles
simples.

Pour illustrer ce type de régle, nous faisons effée tout d’abord au cas de l'incompatibilité deupes
sanguins en ce qui concerne le facteur Rhésus.

Certaines femmes, non primo-parturientes, donglielsules rouges sont porteurs de deux alléles Riterat
limmunisation anti-Rh+ est active, possedent alerphénotype Rh- (caractéag. Quel que soit le pere en
général, I'enfant qu’elles portent ne présentesa pda naissance, de probléme sur le plan sailicanactere).
Nous sommes en présence de la régle :c.

Un homme, de génotype Rh+ et Rh+, possede le pyjgsm&h+ (caractérb). Quelle que soit la mére en
général, I'enfant qu'il engendrera n'aura pas debf@me a sa naissance (caractére c). C'est latisituau la
régleb - cest valide.
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En revanche, un couple ou la femme est Rh- et iietepl conditionsa et 'homme est Rh+ (caractébg
pourra donner naissance a un enfant qui présentenasque important du fait de l'incompatibilité &us
(caracterec ). Dans des cas exceptionnels, en effet, la mérerainisant contre le facteur Rh du foetus, fabrique
des anticorps, qui détruisent les globules rougebesifant. Méme si la conjugaison des caractéresb est
rare, on rencontre cependant la réalisation deédéer que nous avons appelée « régle d'excepti¢a et b)

- €. On sait dailleurs que des précautions sont prigeur éviter ce probleme dés que sont connus les
phénotypes des parents a la faveur d’une préveatlaptée (par exemple I'exsanguino-transfusion).

On trouve une situation comparable d’apparition rdgle d’exception dans I'étude des phénoménes
d'interférences lumineuses, par exemple dans l'egpée classique des franges de Young (Bruhat959)1 La
méme source lumineuse franchissant deux fentegigdes & et b) conduit a des franges d’interférences ou
alternent des zones d'intensité luminewevériable susceptible de faiblir et/ou s’annulei(

Dans cette communication, nous cherchons a caisatégs situations qui présentent ce type de séfleus
nous placons ici dans le cadre de I'Analyse StatistImplicative (A.S.l.) qui a montré toute satp®mnce en

E.C.D. (Extraction de Connaissances dans les Daehipéerr la fouille de réglés

Dans la premiére partie, nous rappelons briévetesntrincipes de base de I'A.S.I. qui nous serdamis la
suite. Puis, nous proposons une description ensgtmbifune régle d’exception, suivie d’'un exemplengrique
dont I'analyse des résultats nous permet d'étatdds conjectures sur les conditions favorables gpédation
d'une regle d'exception. Nous finissons par uneac@#risation formelle de ces conditions selon leaxd
modélisations de tirages les plus utilisées en IA.Se modéle de Poisson et le modele binomiale El
s’exprimera en termes de relations algébriquedesrparametres de la situation.

2 Principes de I'A.S.l. — Rappels

NotonsA etB les sous-ensembles respectifssd#individus qui vérifient respectivement les valieda etb.
Pour une régle quelcongae- b, observée dans E, I'A.S.I. consiste a compareolabre de contre-exemples
N, & cette regle observés daks B , avec le nombre de contre-exemples qui appamitréors d’un choix

aléatoire et indépendant de deux pa¥ext Y deE de mémes cardinaux respectifs quetB (FIG 1) (cf. (Gras,
2005) et (Lebart et al., 2006)). La variable al#atassociee est notée, i .

La qualité de la régle - b sera intuitivement d’autant meilleure que Pm¥Qf >n, ] sera proche de 1 :

autrement dit, en général, on observe plus de e@xtemples dans des circonstances aléatoires gueti a
observés dans la contingence. Dans ce cas, ldasatd conduit donc, en moyenne, a plus de corgexgles
gue ce qui est observé.

Les parties hachurées
correspondent aux
contre-exemples
observés ou aléatoires
dea - b

FIG 1 — Représentation ensembliste

La méthode de tirage au hasard de X et Y, dansdypethese a priori d'indépendancealetb, conduit a
différentes options pour la loi de la variable &dé¢& N, . Deux modéelisations de cette variable sont
généralement retenues en A.S.l. conduisant a urelmatke Poisson et a un modele binomial (Gras, 1979
Lerman, 1981a et Lerman et al. 1981b). On centreretréduit cette variable en la variab@a,b ) ;
I'observation contingente, sa réalisation,@stb ). Par exemple, dans le cas de Poisson, on obtient

1 ¢f. Actes de laSRencontre ASI 3 de Palerme, 6-8/10/05, GRIMM, Ursitérde Palerme



Graset al.

~_Namp-Ne
_ Nambe
g(alh,c) = n

/ Nap N
n

L'intensité d’'implication est alors définie pap (a,b) = ProbR(a,b )>qg(a,b )], dont la valeur gaussienne

asymptotique, centrée et réduite est :
2

+oo _L

1 U

¢ (@b =— e 2dt 1)
e q(aj,b)

Plusq(a, b ) est négatif, meilleure est la qualité de la régleb.
3 Interprétation et illustration des regles d’excepton

SoientA, B, Cet AN B respectivement les sous-ensembles d’individug dei satisfont les variables
a, b, cet @ etb). Dans la situation illustrée ici, elles sont binaires, m&sSIl. permet de considérer également
d’autres types de variables (Gras 2005).

3.1 Deux approches pour la caractérisation des réglesekception

Supposons la situation prototypique des régles d’excepteon c, b— cet @eth) — ¢ (alors qued eth)
- C est de piétre qualité). Elle s'exprime, en termes ensembligégsune quasi-inclusion des ensembles
d'instances a savoir A et B sont presque contenus dans C, mAis B est plutdt contenu dans le
complémentaire d€. L'illustration ci-dessous rend compte de la situation ebéista.

(& nomc ———

A—_| 4etB

(C

FIG 2 — Apparition d'une regle d’exception ensembliste
Dans le cadre de I'A.S.1., deux approches pourraiens permettre de mettre en évidence cette situation.

La premiéere approchest basée sur I'analyse de l'intensité d'implicatip(a,b) selon la théorie présentée
dans le§2. Elle nous permet de conclure au rejetalet() — c et, a contrario, a I'apparition d’'une intensité,
non négligeable quelquefois, dedtb) — ¢ qui en justifie la prise en compte en tant que régle d'dixasegJne
représentation en graphe des relations implicatives enlesélgmentaires ci-dessus sera illustrée dans le § 3.2.

La deuxiéme approchest basée sur I'extension, que nous avons propdeseggles eR-regles (regles de
régles) de typ&R— R’, ouR etR’ sont elles-mémes des regles (Gras et Kuntz, 2005). Ietuignt, ces regles
sont comparables a celles qui apparaissent en mathématigues théorem® a pour conséquence un autre
théorémeR’ ou est suivi d'un corollair®’. Bien évidemment, il ne s’agit que d’'une métaphore puisqu.S.l.
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on considére des regles partielles, qui ne sont donc patestet ne relevent de la logique formelle
gu’'exceptionnellement. Elles sont construites selon un algorithéceirsif utilisant un indice appelé
« cohésion ». Celui-ci rend compte de la qualité des liaisopkcatives des variables de la rédreavec les
variables de la réglg’.

Rappelons, qu’en logique formelle, la régle généraliséée e régle, oR-regle,a= (b= c), composée de
la regleR; = (b= c) et R, = (a= Ry), est vraie en méme temps queetb) = c - donc lui est logiquement
équivalente - ou les variables b et ¢ peuvent étre des régles elles-mémes (Gras et Kuntz.,.2005hous
avons vu, dans I'examen des réegles élémentaires dente fo — 5, que @ etb)— ¢, regle d’exceptionest,
généralement, en contradiction sémantique azecd etb — c) et que cette conjonction est plutdt formellement
compatible aveaetb) - c.

De la méme facon, la R-regke- (b- c) est en contradiction formelle avez étb) — c¢. Mais comme
nous sommes dans le cadre de I'A.S.l. ou les reglespsotielles, cette derniere régle peut apparaitre bien
gu’elle soit inattendue. Nous dirons alors, comme précadeiy que & etb) — € estune régle d’exception

de la R-réglea- (b c). Un arbre hiérarchique illustre dans le paragraphe sunette approche par des R-
regles.

3.2 Exemple numérique

Nous avons construit un fichier fictif de 200 sujets (tf.tableau partiel en Annexe ou nous en montrons la
construction), sujets sur lesquels nous observons lebies binairesa, b, al_b, c etc. Les valeurs associées
des différentes intensités sont données dass1T Elles sont obtenues par le logiciel CHIC (Couturier esGr
2005) qui permet les calculs et les représentations graghaps ensembles de regles extraites des instances,

a b o c alb
a 0 .79 .89 .08 .89
b .79 0 .84 .10 .88
c .68 .67 0 0 .36
c .32 .33 0 0 .64
alCb 1.00 1.00 .03 .97 0

TaB1 —.Intensités d'implication associées a un jeu de données

Notons les fréquences des occurrences des variablgs:n, 12 ; R C,= 7; n= 50. Les intensités
d’'implication associées sont :
¢ (2,0 =0.89 ;¢ (b,0= .84, ¢ ((aeth),c) =0.03

alors que¢ ((a etb),c) = 0.97 ; ce qui confirme la présence d’une régle a&ption.

a) Selon la premiéere approche de régles élémentairesnahese par CHIC sur le tableau complet donne le
graphe implicatif (Figure 4.a) et I'on constate la bonnalitggud’implication dea et deb surc. On constate aussi
que I'on a biema- c etb- c¢. Lorsque CHIC conjoint les variables, on obtient cette lfloishénoméne lié a
I'existence d'une regle d'exception (Figure 4.b).

ab

a b
N 4

4.a- Régles simples

4.b- Apparition de la régle d’exception
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FIiG 4— Graphe implicatif avec les régles simples puis conjointes

D’'une facon générale en A.S.l., trois conditions noushbsemh favorables a I'apparition d'une régle
d’exception dea C b sur nonc :

Une certaine qualité d'implication deet deb surc; cette condition de bon sens conduit a ce que la regle
(alCb) - csoit attendue et non pasl( b) - T qui en définitive va I'étre;

Une mauvaise qualité de ressemblance eatfe {) etc (nypc est faible) ;

Une bonne qualité de ressemblance eate¢b si le référentiel devient (nymyc est grand relativement a
NaCb)-

b) Selon la deuxiéme approche, relativement a cet exemplérigue,a — b, faiblement (.81), ea— cetb
- cun peuplus fortement (.85 et .89Par suite, la R-régla— (b- c) est validée par I'ASI et restituée au
moyen du logiciel CHIC. Les arbres suivants illustrent reigement d’une part la regle généralisée(b - c)
ou I'on voit que a etb n'ont aucune relation implicative avec ngrd’autre part que la régle d’excepticndtb)
- C est obtenue lorsque I'on conjometb.

(]
L
. < o ¥

FIG 5-Représentation hiérarchique de la R-régle @ - ¢)

: & &

FIG 6- Représentation hiérarchique de la R-regle d’excepteat b)- €

Autrement dit, 'absence de cohérence entre I'arbre exteaitddnnées (&.5) et I'arbre aprés conjonction
des variables (E.6) témoigne de l'apparition de la régle d’exception. Cella-pu étre observée de fagon
analogue a travers I'absence de cohérence entre lesajggsentions des graphes implicatifs.

Ainsi, comme pour I'approche graphique ci-dessus, labto construction de la hiérarchie implicative :
variables élémentairesi(F4, a) puis variables conjointesi¢r4, b), permet par examen de la non-cohérence de
repérer I'existence d’une R-régle d’exception.
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4 Relation entre les intensités d’'implication de ab sur c et sur non c

Rappelons que, en A.S.I., nous modélisons I'implicateradgurb de deux maniéres : par une loi de Poisson
de parametr = nyn. /n;
par une loi binomiale de parametrest p = nan; /nn. .
Une modélisation hypergéométrique est écartée car ellait'imas de différence entre une implication et sa
réciproque (Gras et al., 1996b).

Etablissons pour chacun de ces deux modéles retenusdlasitiéis d’'implication de la conjonctiai_b sur
les variableg et nonc (encore noté& ). Nous utiliserons la relation simpleng = Narp - Nambrc -

4.1 Modele de Poisson

a) Premieére approche par régles élémentaireslans ce modeéle, pour respectivement I'implicateon b
- C etlimplicationalCb - c, les indicesy(aCb, c) etg,(aCb,C) sont
_ Namh-Ne o Narp-Ng
Nadpc n Nambc n
Q= et = (2)

Naop-Ne / Narp N
n n

Pour que l'implicationaCb - € soit de bonne qualité, il est nécessaire qu®it| négatif.

En effet, le nombre de contre-exemples obsemyg, . doit étre inférieur a celui auquel seul le hasard

. . . N . Nap-N
pourrait conduire, dans I'hypothése d’indépendancalde et dec, soit la moyenneM.
n

On retrouve ici un argument justifiant le cas (R)pdragraphe précédent. Des définitions (2) onitédu

Nat _ Mach 7_nan-nc
o= ath —"atbte —_ Nambre N~ Namp (N~ Nc)
\/ Nap-Ne \/n.nan Ne
n

__Namb-N¢ Nap-Ne.
Nabc n n
= Qo ——
Nabh-Nc Namn-Ne
n n

Finalement g, = - 0, /n_E soit %o N _
Nc g, n.

g, et g, sont bien de signes opposés, ce qui est conforfiigtdition. Mais de plus, I'amplitude de la
positivité deq, induit celle de la négativité dg.

Au sens de lintensité d'implication (classiquepup que la regleaCb - C soit considérée comme une
exception et apparaisse, la différenge b, €) - ¢(a b, c) suivante doit étre positive et suffisamment grande:

t
[e2dt-—— [e2d=— [ e 2d 3)

Conséquence .1l y a donc apparition de régles d’exception :
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L n n
- lorsque gest négatif, c’est-a-dire lorsquee22c < —atb
n

n o
—£ (sous-indépendance) ;
n

- de qualité d’autant meilleure que I'ensemble € istances satisfaisanest supérieur a celui qui satisfont
sa négation non. La force de l'intensité d’exception sera a la anesde la valeur de I'intégrale gaussienne sur

lintervalle [q:; - }% ]. De méme, régle attendue et régle d’exceptionadént lorsquej, = g, = 0.

Ainsi, c’est a l'occasion de l'indépendance @déb etC et donc dealb et ¢ que disparait la régle
d’exception.

b) Dans le cadre de I'approche par R-reglesconsidérant la regléh — c) comme une variable binaire,
c’est-a-dire prenant respectivement la valeur 8doeb=1 alors quec=0 et la valeur 1 dans les autres cas, les
contre-exemples a la régle sont en nombggr . Dans ces conditions, les contre-exemples a fégie-

a- (b - c) apparaissent lorsque prend la valeur 1 alors qué - c) prend la valeur 0, c’est-a-dire lorsque
bOC prend la valeur 1. Par suite, le nombre de cesre@mxemples eshype et l'indice d’implication

associé a la R-regle, dans umedélisation de Poissomle I'implication, est alors :

NabOc - Na-Nbc
= n__ Mape ~NaMbre
\/na.anC Jnng.Npe
n

On constate que cet indice est différent de cedabeié a la réglaCb - c qui est la regle élémentaire
attendue de la conjonctioh— ¢ et b— c. En conséquence, les indicateurs qui nous permettterprévoir
I'existence d'une régle d’exception dans cette appe hiérarchique seront différents de ceux quisnou
permettent d’anticiper I'exception dans I'approgiae le graphe implicatif.

n _ Nagp-Ne
o . o _ alblc

Rappelons alors que [lindice dimplication deaet b)- cest: q = n_.

NNatbOdc ~Nalb-Ne

/ Nagp-Ne
n
ﬂ n.nan .nC

On démontre, par transformation des deux indicesgg est négatif (donc la regle d’exception est valide)
alors quegs est positif (donc la régle attendue n'apparait pasj seulement si :

Nab . Nbie

Na Ng

C’est-a-dire si la fréquence conditionnellelddansa est supérieure a sa fréquence dankwersement, si
cette inégalité est observée dans l'autres semggla attendue apparait alors que la régle d'diaem’existe
pas.

Dans I'exemple numérique qui illustre la régle demtionalCb — ¢, nous avons :

N
d'une part :nyrp =7, Ny = 24, soit—222 = 0,29, et,
Na

Npe

ng
Ce résultat analytique est différent de celui obt@ar I'approche graphique ce qui confirme bien la
différence de signification des deux représentatubm 'implication.

d’autre part :npg = 8, ng = 100 soit = 0,08. L'inégalité est bien satisfaite.
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4.2 Modele binomial

Posons g’ et g’ respectivement les indices respectifs d'implicattmalb- cetalCb - c, lorsque le
modéle de tirage aléatoire des parfle8 et C est binomial. Dans ce cas, par un calcul comparlo modéele
précédent, on obtient

&: . e (n2 _nan'né) 4)
q. nc(n2 ~Narb-Nc)
Posons

1
(1_ nal]bz'néj 2
k(a,b,d = AN L

q_. ﬁk(a,b,c) (6)
g, M

et la différenced(allb,T) - ¢(alb,c) entre les intensités d'implication est

o . _q.l —:;j k(a,b,C) t2

_t? 1 \ v
ezdt—— e 2dt = e 2dt 7
V2 I N2 '[ A 2T '[ (7)

-q /E—f. k (a,b,c) a1

Conséquence .2Pour le modele binomial, la différence entre teensités d'implication sera non seulement

®)

fonction du rapport% mais aussi d&(a,b,g (5). Ce coefficient est d’autant plus grand et recgoainsi I'effet
C

du rapport— que 1~ oo g Nambfle ogh 5 girelatd Mo oy Narb N
ne n n n n n n
cette inégalité ne sont autres que, de gaucheit® des probabilités respectives du nombre dereestemples
aléatoires - dans le modele binomial ou les vaembIC b et c seraient indépendantes - des implications
alb- cetalb-c. Ainsi, plus on sattend & une réfutation @éb- €, au vu deny,et de €, plus le
caractére surprenargxceptionnelde cette régle est manifeste par le constat deotfiaité des contre-exemples
observés a savoing,. . Ceux-ci la valident au détriment dé b ¢ (argument favorable & la conjecture 3 du

. Les deux membres de

§ 3.2). L'inégalité montre la « contribution actigd’exception » au rapporn@, contribution qu'apportent les
C

instances, de cardina,, dans celles de cardinaf .

Cette conséquence 2, liée au modéle binomial, apparait donc plus riche que la conséquence 1llear e
nous fournit une relation de contrdle entre leapatres plus fine du caractére d’exception que ansdéle
de Poisson. Ce phénomeéne, certes lié au nhombpardenétres de définition du modéle binomial, Iifiea
cependant d’un intérét que le logiciel CHIC pernfiekploiter a travers I'offre de son menu.

Remarque :A titre de comparaison, intéressons-nous a un antliee de mesure de qualité de réegle, la
confiance cqui est a la base des principaux autres indicepidité (Lenca et al. 2004). Elle s’exprime ainsi

Dage. —2L (souvent notée :Pr[a—Dc]
Ny Pr[a]

La relation entre les régles que nous avons exawiest alors :

cla-c)= , autrement dite probabilité conditionnelleasachans).
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c(alb - ¢)= Mabm — 3 Nalble - 1 _camp - ¢)
Namb Namb
La regle d’exception a pour mesure le complémehida la regle attendue. Ainsi, elle est indéperaldet
valeurs des occurrences.

5 Conclusion

Lorsque deux variables impliquent un€"3 que leur conjonction implique plutdt la négatide cette 3"
nous considérons que cette régle est d'exceptionyre sens voisin mais différent de celui de E.Suatk
Y.Kodratoff (1999). Nous avons étudié et illustrér pun exemple numérique et un exemple de génétique,
I'expression de ce caractere exceptionnel. Puis awans précisé les relations entre les paramgéesariables
dans les deux modélisations selon lesquelles esdtreite I'Analyse Statistique Implicative : un nidel de
Poisson et un modele binomial, I'un et l'autre cargeant vers le méme modéle gaussien.

Nous avons évoqué une approche complémentairelpaidtection de ces regles qui se base sur lesuxav
menés ces dernieres années sur les R-régles (Gkami, 2005). La construction associée d’une dridrie
implicative n'a pas été initialement développéesdea but. Cependant, elle constitue une piste bexpant
d’'un point vue algorithmique que méthodologiqueamnant l'interprétation de ce qui pourraient &es « R-
régles d’exception ».
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Summary

In Rule Mining some exceptional situations are camytto the common sensea — c andb — c and @& etb)
- nonc. These rules are called exception rules. Follovtitggprecursory work of E. Suzuki and Y. Kodratoff,
we study the conditions in which these rules appeahe framework of the Implicative Statistical @lgsis
(S.I.A.). We extend this notion ®R-rules.

Annexe

Nous avons construit un fichier fictif de 200 sgjstr lesquels nous observons les variables biaagb,
al b, c et non c. Voici les 20 premiéres lignes du tablgge sont les 4 premieres qui vont principalement
intervenir dans I'apparition de la régle d’exceptio
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