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Résumé. Dans le cadre d'un travail autour des paradigmésnmgtriques G1 et G2, un dispositif de
formation a été mis en place auprés de futurs psefas des écoles en formation initiale. Il s’dgibs cet
article de montrer comment I'analyse implicativerrpet d'étudier le rapport entre des procédures de
construction a la regle et au compas et le lang#@isé pour décrire les scénarios de construction
correspondants, ce qui est I'occasion de faire ilam tsur certaines compétences des étudiants ant déb
formation, ainsi que d’analyser la lucidité desd@&uts du point de vue de leur rapport aux paradgfl et
G2, ce qui est alors I'occasion d’évaluer I'effitaade la formation.

1 Introduction

Dans I'épreuve de mathématiques du concours degselr des écoles (CRPE), les étudiants doivent étr
capables d'effectuer des démonstrations simplagetpvent du college. Cela nécessite entre adeganaitriser
un minimum de théorémes de géométrie euclidiennesi@ous ces théoréemes ont déja été travailléslége,
certains sont peu mobilisables, voire parfois naspahibles, souvent non opérationnels. Par ailledes
nombreux sujets de concours demandent aux canditiffectuer des constructions a la régle et aupasn
Dans certains cas, la rédaction d'un scénario destaaction est également demandée. Indépendamnoent d
concours, «rédiger un scénario de constructioait> pfartie des compétences travaillées au cyclet Jar
conséquent doit étre maitrisé par les futurs enaeig, ce qui n'est pas du tout le cas en débfardetion. A
cOté de ce travail trés lié au concours, un tradeifond dans le domaine de la géométrie mériteed&ffectué
avec ces étudiants, concernant leur relation ajpt®©géométriques, objets physiques ou objets itinées, sur
lesquels ils travaillent. Or le temps de formatast toujours limité. Il s’agit donc de profiter mieux du faible
temps dont le formateur dispose. Dans le cadre adhése (Jore 2006), j'ai ainsi été amenée a pespos
dispositif de formation en géométrie plane pourdegliants qui préparent ce concours. Il s’agitsatbévaluer
dans quelle mesure une formation nécessairememtecqaermet néanmoins de faire évoluer ce rappest d
étudiants aux objets géométriques.

Dans cet article, nous présenterons brievementdizecthéorique des paradigmes géométriques, puis le
dispositif de formation mis en place. Nous nou€negserons alors a détailler deux situations aiakese
implicative s’est révélée fort pertinente. Nouslgsarons tout d’abord une situation de constructiertracé de
triangle rectangle, avec rédaction de scénarioamestouction et de justification, ou I'enjeu estrenautres de
déterminer le lien entre les procédures et le Igagadilisé. Elle permet en paralléle de faire wat des lieux des
compétences des étudiants en début de formatiogestype de tadche. Une situation probléme autoulade
médiatrice proposée aux étudiants permet ensuiteatiee en évidence la lucidité des étudiants dotz vue
de ces paradigmes géométriques, et ainsi d’évatupartie I'efficacité de la formation proposée.

2 Cadre théorique

Le cadre théorique de référence de ce travail @sii des paradigmes géométriques de Parzysz (Rarzys
2002), construits a partir de ceux de HoudemeKuehiak (Houdement et Kuzniak 1999 et 2000) etmefdés
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et détaillés dans ma these (Jore 2006). Considdmomsestion suivante, posée a plus de 800 funafegseurs
des écoles, en début de formation initiale en A} ou CFB :

B ¢ Le quadrilatére ABCD est-il un carré ? Justifiez.

FiG. 1 — Le quadrilatere ABCD est-il un carré ?

43 % des étudiants affirment : « ce n'est pas urécg tandis que 51 % répondent le contraire, mginfe
rigueur mathématique de leur justification dansa&e laisse parfois a désirer ... L’analyse de laussfications
permet de mettre en évidence les caractéristigessdéux paradigmes géométriques qui nous intétessen
L'étudiant qui ne considére pas ABCD comme un caeésitue dans le paradign®l (géométrie spatio-
graphique) : il considére le dessin qu'il a sossyleux comme unbjet physique C’est I'objet géométrique sur
lequel il travaille. Pour conclure que ce n'est pas carré, il utilise unevalidation de type perceptif
(concréetement, il regarde le dessin, par exemplg ponstater que « [CD] n’est pas correctementétsgc
éventuellement instrumenté (il peut prendre I'écrig@our étudier I'angle en D ou le compas pour cm@ples
longueurs). L'étudiant qui considere ABCD commeaanré se situe dans le paradig®2 (géométrie proto-
axiomatique) : il considére le dessin qu’il a sées yeux comme leeprésentant d’un objet géométrique
théorique. C’est cet objet théorique sur lequel il travailour conclure, il utilise unealidation de type
hypothético-déductif; il s’agit d’'un raisonnement, basé sur les infations codées sur le dessin et les
théorémes de la géométrie euclidieAriee tableau ci-dessous récapitule les principalsatéristiques des
paradigmes G1 et G2.

Géométrie spatio-graphique G1 Géométrie protoragimue G2
. . S ST, représentant d’un objet géométrique
Statut du dessin objet géométrique étudié théorique
Nature de I'objet dessin objet géométrique théorique défini par
géométrique étudié (réalité spatio-graphique) une formulation discursive
Type de validation essentiellement perceptif unieet hypothético-déductif

regle (graduée ou non), équerre,

. I . . egles de la logique et théorémes de la
Outils de validation compas, papier calque, papier quadr Ilé, géométrie euclidienne
Nature des expériences effectives (le plus sojivent mentales, virtuelles
C . réalisation effective (physique, algorithme d’obtention d’un objet sous
onstructions - \ s ) L
matérielle) d'un tracé contraintes fixées
regle (graduée ou non), équerre, | objets et théoréemes de la géométrie
Instruments de constructioncompas, papier calque, papier quadrillé euclidienne (en particulier droites e
cercles)
Définitions basées sur la perception et 'exclusignpasées sur les propriétés géométrigyues
par opposition et I'inclusion, par caractérisation

TAB 1 — Eléments caractéristiques des paradigmes G12et G

! Les Instituts Universitaires de Formation des kafen France ont pour mission de former les futurs
enseignants, apres trois années d’études postiaaciazt.

2 Les Centres de Formation Pédagogique sont I'étarivdes IUFM pour I'enseignement privé.

% Concrétement ici, il peut par exemple utilisernemier théoréme pour conclure au rectangle (toatiglatére
comportant trois angles droits est un rectanglas pn second pour conclure au carré (tout rectamgil a deux
cotés consécutifs de méme longueur est un carré).
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En particulier, les constructions peuvent étre #mges dans G1 ou dans G2. Dans G1, il s'agitdkser
effectivement la construction aux instruments, géleénent regle et compas, sur un support matdriehjet
final est un objet physique, et les éventuellegdatibns sont alors perceptives. Au contraire, daBsméme si
le méme vocabulaire est éventuellement utilisépamnticulier le verbe « construire », il s’agit détekrminer un
objet géométrique théorique a partir d’autres abggtométriques théoriques, en I'occurrence degedroiles
cercles et des intersections pour les constructiites « a la regle et au compas ». La validatienlal
construction est alors d’ordre hypothético-déductifs’agit d’expliciter les définitions, propriés, théorémes,
axiomes qui justifient I'existence de chacun deggtstde la construction (points, droites, cerdi@grsections).

Ces paradigmes présentent une cohérence interndequproductions des étudiants ne respectent pas
toujours : ils sont souvent, au lieu de travaiaetierement dans G1 ou dans G2, dans un « pseuddigme »
qui tient a la fois de G1 et de G2, considérant gg@mple successivement I'objet sur lequel ils ailent
physique puis théorique et utilisant a la fois d@l&dations perceptives et d’autres déductives.

3 Description de la formation proposée

Le dispositif de formation mis en place avec 1G8lints a pour objectifs, entre aufres

» de faire prendre conscience aux PE1 des paradi@tiest G2, ainsi qu'éventuellement du pseudo-
paradigme dans lequel ils se situent quand ildwvésbdes problémes de géométrie,

» de raviver des connaissances et développer destenggs dans G2.

Il se décompose en plusieurs étapes :

» Etape 1: «Le point sur les quadrilatéres ». digi’ de rappeler le caractere inclusif des diffesen
ensembles de quadrilatétesle redéfinir les objets moins bien corhudexpliciter le concept de
définition minimalé et d’attirer I'attention sur le réle des positioes proportions prototypiques des
dessins proposgs

e Etape 2 : « Tracer un triangle rectangle ». lideshandé aux étudiants de tracer un triangle reletania
regle non graduée et au compas, d’écrire le sa@dariconstruction correspondant a cette constructio
puis de donner les propriétés qui justifient qua [a bien tracé un triangle rectangle avec ce sicéna
C’est I'occasion de revoir les différentes procéduqui permettent de tracer des perpendiculaies, d
travailler la rédaction de scénario de construgtioais surtout de mettre en évidence les propriété
théorémes exploités. Les résultats de cette acthant analysés ci-dessous. D’autres constructons
ensuite proposées dans le méme esprit.

* Etape 3: « ABCD est-il un carré ? ». L'item préseprécédemment est proposé aux étudiants. llIs
formulent leur réponse par écrit puis un débatgage entre eux. Certaines caractéristiques de G2 et
apparaissent alors dans le débat, formulées patlesants eux-mémes, une synthése sur ce sujet est
ensuite effectuée par I'enseignant.

e Etape 4: « Tracer une droite paralléle a une émbipassant par un point A ». L'étape 2 est remise
un nouvel objet puis la consigne évolue. Il s'addrs non plus d’effectuat’abord une construction
puis de repérer les propriétés étudiées, mais de chiabord les propriétés que I'on peut utiliseunis
de mettre en ceuvre ces propriétés pour effectuenratruction demandée. Propriétés et théoremes ne
sont plus utilisés seulement pour démontrer mais ptfectuer des constructions, point de vue nouvea
qui permet de leur redonner du sens. En méme tehgspect G1/G2 est explicité : la tache de
construction pourrait étre considérée dans G1, rwifait de s'intéresser d’'une part aux objets
géomeétriques construits (on remplace dans les soénde construction des expressions du type
« prendre I'écartement AB, reporter cette longuepartir de C, etc. » par « tracer le cercle dereed
et de rayon AB ») et d'autre part aux propriétésjugtifient ces constructions (validations hypdibe-
déductives) fait passer 'activité de G1 vers G&.dDi nous intéresse alors n'est plus en effeeksid

* Nous ne nous intéresserons pas ici a I'autre dgléa formation, lié aux aspects didactiques eleseignement
de la géométrie a I'école

> Par exemple, un carré est un rectangle particujigrest lui-méme une parallélogramme particubéc,

® Le cerf-volant par exemple

" Définir un objet, ce n'est pas donner la listea@lges ses propriétés, mais seulement une lispeageiétés
nécessaires et suffisantes

8 Un éléve bien souvent ne reconnait pas un reearap allongé, ou un losange posé sur un cotés(edaonnu
comme un parallélogramme).
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obtenu mais les divers objets géométriques (drotdercles et leurs intersections) qui permettent de
définir I'objet construit. Il s’agit donc de construction au sens de G2ub&s constructions sont alors
proposées avec cette démarche.

« Etape 5: «Activitt médiatrice ». Il s'agit d’ursituation-probléme issue des travaux du GretSiM
(Parzysz 2002). L'objectif de cette activité estrerautres d’analyser dans quel paradigme lesaitgli
se situent a ce stade de la formation, et d’évadtuerlucidité par rapport a ce positionnement dafs
ou G2. Cette situation est détaillée et analysés tiasuite de ce texte.

» Etape 6: « Démonstrations ». Des exercices de wmémadions classiques sont alors proposés aux
étudiants.

Nous ne détaillerons pas ici 'ensemble de ceseétamais deux d'entre elles pour lesquelles I'aswaly
implicative nous a été particulierement utile. Lramiére est I'étape « Tracer un triangle rectangleCelle-ci
est proposée en début de formation et elle permet de faire un état des lieux des procédures pegsoet
surtout du langage utilisé spontanément par lediaits pour décrire leur construction. Ce langage e
particulierement intéressant car il est un indiceparadigme dans lequel se situent ou peuventtger des
étudiants.

La deuxieme étape analysée est '« Activité méidiats, proposée au contraire en fin de formatidie germet
entre autres d’évaluer l'efficacité de la formatida point de vue de la prise de conscience dediganas
géometriques G1 et G2.

4 Tracer un triangle rectangle

Les étudiants ont effectué cette activité sur @néllé rendue puis codée. De nombreux élémentgténpris
en compte pour analyser les trois parties de Vaéti construction, scénario de construction,ifigsttion de ce
scénario, du point de vue du fond et de la forraggamment :

» la procédure utilisée (TP) ; 5 procédures sontsamées

» le vocabulaire (TV) ; 12 mots ou groupes de motoaymes sont repérés

» le scénario (TS) ; 3 cas sont envisagés, abseatmiplet ou complet

e la formulation du scénario (TFS) ; une échelle dlgation en 5 notes est utilisée, de « trés bian »
« trés incorrecte »

» lajustification du scénario du point de vue dedetitude de ce qui est énoncé (TJE) ; ce quiremee
est exact, ou inexact, le cas particulier de I'@dode la réciproque de la propriété effectiveméiisée
étant également envisagé

e la justification du scénario du point de vue depéatinence des arguments utilisés (TJD) ; ce qui es
énoncé démontre totalement, en partie ou pas dletsoénario proposé

* la formulation de la justification (TFJ); la ménéehelle d’évaluation que pour la formulation du
scénario est utilisée.

L’hypothése de recherche qui sous-tend ces chowadables est la suivante : le langage utilisuasndice
du paradigme dans lequel est considérée la cotistiy&1 ou G2) par I'étudiant, et le cas échéanfrain pour
passer de G1 a G2. Les variables choisies permeltbemc de décrire le fond de la réponse (procédtilieée,
scénario et justification) mais aussi la forme, lparepérage du vocabulaire et I'évaluation deotanulation du
scénario et de la justification.

L'analyse implicative est effectuée avec la théatissique et la loi binomiale, avec la versiortldé CHIC
qui permet de garder trace des fréquences de chatem modalités de variables. Le graphe implidatif

° Par exemple, pour construire une droite passanirppoint donné A et paralléle & une droite doshnén peut
successivement considérer : deux points quelcorBe<C sur d, le cercl€, de centre C de rayon AB, le

cercleC, de centre A de rayon BC. Ces deux cercles ont geints d’intersection. Nommons D celui des deux

points tel que le quadrilatere ABCD soit convexa.droite (AD) est paralléle a la droite d. D vériéin effet

AD =BC et CD= AB. Le quadrilatere ABCD étant par ailleurs convexest un parallélogramme et ses c6tés
ocpposés, en particulier ici [AD] et [BC], sont pigtes.

® Groupe de Recherche en Didactique des Mathématidpi&élUFM d’Orléans-Tours

M La version 3.5 de CHIC qui dessine le graphe deiéna automatique est d’abord utilisée pour repérer
forme du graphe, les différents groupes, les irdpErtinents, etc. La version 1.4 est ensuiteséglipour

faciliter l'interprétation en évitant d’attacheofr d'importance a des modalités de faible fréquence
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apparaitre deux groupes, qui correspondent chaaumtype de procédure de construction, et que atiass

maintenant détailler.
4.1 Procédures utilisant la médiatrice

Le premier groupe de variables donne le grapheastiiv

mais maladroite

en partant d = =
los J— & =] e =]
ointe i i . v D v
pol i ) écartemer . ) intersection: - —
|4 POINte du comp: ouvertur Intersetion d’ar(‘is ge Sl il
cercle de ctions
T " intersectiony v u
. T ' d'arcs de . .
e arcsTde cerc ercle de [ 7 e ~
ayon AD | - T fer
04 | justification Fer transi
formulatiomde le  jncompléte Jumeau
justification .
03 correcte formulation du £ 2
scénario correcte” 0 =

FiG. 2 — Graphe implicatif sur le tracé de triangle reatde, avec des procédures basées sur la médiatrice

I met en évidence des liens entre un vocabulage géométrique, tres lié au geste effectué (pginter
reporter) et aux instruments utilisés (écartemamierture, pointe du compas, compas) et les proesdigées au
tracé d’'une médiatrice a la regle et au compagdsasur des intersections d’arcs de cercles. lmaulation du
scénario y est en général correcte sur le fonds maiadroite sur la forme, du point de vue du lgegatilisé.

La justification de ce scénario est le plus souveobmpléte. Ces résultats corroborent d’autregraid par

ailleurs (Jore 2006) a partir d’'une étude spécdiqur des tracés de médiatrice.

Détaillons les procédures utilisées, en explicitané construction possible dans G2, corresponddat a

procédure « standard » de construction d’une nrézkad la régle et au compas.
e Considérer deux points A et D ainsi que la dro#B)
e Soit deux cercles sécants de centres respectifDleede méme rayon
e Soit d la droite passant par les intersectionsededeux cercles

Soit un point C sur la droite d (et pas sur (AD)¥@t B le point d'intersection de d et de (AD)

ABC est un triangle rectangle

d

A
for

FiG. 3 —Tracé d’un triangle rectangle ABC a la régleaetcompas



Analyse de productions d'étudiants en géométriaepla

Le rayon des cercles tracés peut étre égal a fandis AD (TP-a) ou différent de la distance AD @)P-
Cette procédure est frequemment présentée au edllégsuite du travail sur la médiatrice mais danfangage
lié & G1 et a I'action effective de tracé (tracedtoite (AD), tracer un cercle ...). Par ailleussplus souvent,
d'une part des arcs de cercles seulement sontt@gfe@our alléger la figure, d’autre part les &a\&@ils se
souviennent de la méthode de tracé, ont compléeteméiié la médiatrice et les propriétés qui sarsdent
cette construction. lls ont seulement mémoriséecgtocédure comme celle permettant de tracer des
perpendiculaires. Leur scénario de construction plews étre du type :

e, wne dnele d - e fromds 2 pombs ,buhultz,.dnmlie.
B g L
2tonboramt qusl e fonte D conpor s B oF e o

Gn ):eﬁmcou.{:e_m F el on ank
hon G o F ol Dappdle d'. das dntes d of d' e auped e 8.
*W@'M%m?&,&wdjwm,‘\ovmtﬂbund','}

. ABc .

FIG. 4 —Scénario de construction d'un triangle rectangle

Ce premier groupe dans le graphe implicatif rersh liompte de ce type de production. Le vocabutgire
particulier met en évidence que les étudiantsahtint alors au geste physique a effectuer, caisticige du
paradigme G1, plutét qu'a I'objet géométrique caut caractéristique du paradigme G2. lls « paihte par
exemple le compas en un point A avec un certaicak@ment » BC au lieu de tracer un cercle de eehit de
rayon BC. Ce langage de I'action lié a I'utilisatide I'instrument ne leur permet pas de prendreoempte les
objets géométriques sous-jacents (droites, ceretepoints d'intersection), et ne leur permet doras p
ultérieurement de passer de G1 a G2. Le Tiéh-b - TJD- cdu graphe implicatif exprime que les étudiants

qui utilisent la procédure standard ne donnent yoaes justification compléte. Il met ainsi en évidena

difficulté, voire I'impossibilité pour certains, téavailler correctement dans G2. Or les procéddeese groupe
sont les procédures automatisées au college pmertune médiatrice, voire des perpendiculairespé donc
penser que cette automatisation des gestes ausffgmbur effectuer la construction enferme lesedédans le
paradigme G1. lls n'ont pas conscience des objétsngtriques utilisés, et ils n'ont donc aucun mogen
fonctionner dans le paradigme G2.

4.2 Procédures utilisant un triangle rectangle inscritdans un cercle

Le second groupe de variables est organisé autolar procédure basée sur le théoréme : tout teangtrit
dans un cercle dont le diamétre est un des cotdésahgle est un triangle rectangle. Il suffit aate tracer un
cercle, un de ses diamétres [AB], puis un point'iGporte ou sur le cercle. Ce graphe implicatiftn@ut
d’abord en évidence le langage alors utilisé. Leabalaire géométrique cercle, centre, rayon appeette fois
a la place du langage lié aux gestes ou aux instntsn il est en effet utile ici en particulier tiacer le cercle en
entier. De ce fait, la formulation du scénario eetrecte, voire parfaite. Par ailleurs, la juséfion est
généralement compléte et correcte sur le fond r pppliquer cette procédure, qui n'a généralemest ¢té
automatisée au collége, il faut penser a ce théoeinte maitriser suffisamment pour en déduiretanbnique
de construction. Sur la forme, cette justificat@st cependant parfois maladroite car I'énoncé éorfme est
encore difficile pour certains.

Les étudiants scientifiques sont bien typiqueselgroupe : c’est la variable supplémentaire la plpgue
du cheminTFS-a—- TP- c@avec un risque de 0.05 et du cheritD— a - TP- cavec un risque de 0.06.
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0 Formulation dt Qk, |

scénario tres bien

rayor =l 3
Formulation =l =]
{01
du scénario” . r D 3
correcte l—_l -
loa centre (o ' T = - =
B Justification Formulation d. v . -
- “Trianal compléte et la justification
T~ -~ Triangle s
- correcte correcte maig—————
03 inscrit maladroitc | = Tt EN
dans un AT fer
cercle )
(ke cercle Fer tranzi
Jumeaus .,

FiGc. 5 — Graphe implicatif sur le tracé de triangle restde, avec des procédures basées sur le triangle
rectangle inscrit dans un cercle.

Ces deux groupes dans le graphe implicatif metten€vidence que l'automatisation de procédures de
construction ne favorise ni leur formulation, nidgustification. Cela permet de faire des proposg du point
de vue didactique dans les classes : il semblé soobaitable d’'une part de ne pas automatisera®egdures de
construction indépendamment de leur formulationeeme d’'objets géométriques, d’autre part d’insiste le
langage utilisé, qui doit alors décrire I'objet gé&trique et les propriétés mises en ceuvre plutétl@ation
effectuée et les instruments utilisés. Le passagéda G2 en sera facilité le moment venu.

5 La situation médiatrice

Analysons maintenant une des derniéres activitg@ggsees aux étudiants en fin de formation en gé@mét
plane.

5.1 Enoncé et caractéristiques de la situation

L'énoncé proposé aux 103 étudiants est :

Tracer une droite d. On appelle O un point de ahtiée.

Tracer le cercleC;, de centre O et de rayon 2 cm. Ce cercle cougmite d en deux points A et B.
Tracer le cerclec, de centre O et de rayon 4 cm.

Tracer le cerclec, de centre A et de rayon 4,5 cm. Ce cercle couperide en deux points C et D.
Quel(s) moyen(s) pouvez-vous mettre en ceuvre @EMOIrssi la droite (CD) est, ou non, la médiatrite
segment [AB] ? Conclure.

Le dessin obtenu est alors (attention, I'échelésnpas respectée) :

C

FIG. 6 — La situation médiatrice



Analyse de productions d'étudiants en géométriaepla

Quand les étudiants ont terminé leur travail, uirlest demandé d’'indiquer sur leur feuille s’ilsipent avoir
travaillé dans G1 ou dans G2.
Détaillons quelques caractéristiques de cettetmitua
» la forme de la question, « quel(s) moyen(s) poua@rs mettre en ceuvre pour savoir»,..a pour
objectif de laisser un peu de marge de manceuvredtugiants et en particulier de leur permettre a
priori d’effectuer une démarche dans G1 ou dans&2ce point de vue, la question est ambigué : rien
n’indique s'il faut se situer dans G1 ou dans G.p@rticulier, il n'est pas explicitement demandg d
démontrer, ce qui inciterait a priori & se situanglG2, compte tenu du contrat didactique en aes
ces étudiants.

e cette situation est fondée sur l'utilisation d’urplet pythagoricien (x,y,z), ou plutét pseudo-
pythagoricien, c’est-a-dire tel que* +y*>=z?+1. Dans le cas présent, on a%+& =80= %-1; les
valeurs 4, 8 et 9 sont ensuite divisées par 2 pbtenir un dessin de format convenable avec l'unité
centimétre. Ces valeurs numériques sont évidemaotersies pour que perceptivement, c’est-a-dire si
on se situe dans G1, on puisse considérer que ¢6Bffectivement la médiatrice de [AB], tandis que
dans G2, une démonstration permet de conclure qur'ast pas le cas: la droite (CD) est bien
perpendiculaire a [AB], mais ne passe pas par O.

» la formulation n’incite pas a effectuer complétetniendémonstration, mais a indiquer une méthode,
sans nécessairement la mettre en ceuvre. Celaataiefire aux étudiants qui ne sont pas encoratrés
'aise dans la rédaction de démonstrations, compétgui n'a pas été explicitement travaillée a ce
stade du dispositif de formation, de pouvoir néaimsig’investir dans la tache en se situant dans G2.

e par allleurs, cette formulation incite a proposkrsigurs méthodes, et il s’agit pour nous de vaingd
quel(s) paradigme(s) elles se situent et en pégrcd'étudier si les paradigmes G1 et G2 vont éue
non simultanément utilisés.

Aprés un temps de travail individuel, la phase d&ren commun doit permettre :

e a chaque étudiant de repérer s'il a travaillé daths ou dans G2, ou dans un pseudo-paradigme qui

reléve des deux a la fois, en repérant la natsédgeotheses utilisées et des validations effestuée

» d’élaborer une démonstration compléte de la répoosecte, dans G2

Dans G2, une solution peut consister en la déneatimtrsuivante :

AOC, donc :0A =2cm
A[OC, donc :0C= 4cm
COC, donc : AC =4,5cm.

Le triangle AOC est un triangle de cotés 2 cm, 4at/,5 cm. Or 2> + 4% = 4+ 16= 2( et 4,5 = 20,2E. |I

suffit d’appliquer la contraposée du théoréme didyore pour conclure qu'il n'est pas droit. Lamgle n'est
donc pas rectangle, (AO) n’est pas perpendicué&ai{@C).

Or O est le milieu de [AB], O est donc sur la méttie de [AB], qui est perpendiculaire a [AB], doficn’est
pas sur la médiatrice de [AB], donc (CD) n’est [zasédiatrice de [AB].

Cette démonstration fait intervenir la contrapodéethéoréme de Pythagore et la définition de laiatéde
comme droite perpendiculaire au segment passarsgramilieu, deux éléments dont j'ai pu montreteails
gu'ils sont disponibles chez les étudiants (Joi@620

Cette démonstration est donc a priori accessibteétudiants. D’autres fins de démonstration somtgiéeurs
possibles. Par exemple :

De méme que I'on montre que le triangle COA n’ext pectangle, on obtient que le triangle DOA nstljgas
non plus.

Or on a:COA=DOA, donc les points D, O et C ne sont pas alignés.
Donc le point O n’est pas sur la droite (CD).

Or O est le milieu de [AB], O est donc sur la méttie de [AB].

Donc (CD) n’est pas la médiatrice de [AB].

Enfin, rappelons que dans la phase de travail iddél, une démonstration compléte n’était pas dtien
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5.2 Les variables de I'analyse et les questions didagties sous-jacentes

Les étudiants ont a nouveau effectué cette actind&iduellement sur une feuille rendue puis codées
éléments cette fois pris en compte ont été lesaatsv.

e Le nombre de moyens proposés (MM) ; 0, 1 ou plusienoyens sont envisagés.

» Les caractéristiques des preuves ou démonstrgtimposées (MP) ; correcte, incompléte ou incorrecte
dans G1, correcte, incompléte ou incorrecte dansa@®i qu'une procédure particuliere consistant a
montrer que (AB) est la médiatrice de [CD] sontrieslalités envisagées.

e La nature des moyens proposés du point de vue dexligmes géométriques G1/G2 (MA) ; les
arguments peuvent étre entierement dans G1, ou@ansu a la fois dans G1 et G2.

e Ce que pensent les étudiants de leur travail, diot pe vue G1/G2 ; ils peuvent penser se situes dan
G1, ou dans G2, ou dans G1 et G2.

Ces différentes variables doivent permettre de f@merger le niveau de compétence des étudiariits e
formation, ainsi que leur rapport aux paradigmes6GG2 : fonctionnent-ils encore majoritairemenmsi&1, ou
une évolution vers G2 est-elle amorcée ? Et syrto question fondamentale se pose, en lien agashlectifs
de l'ingénierie de formation proposée : les étudiamnt-ils pris conscience des l'existence des dignees
géomeétriques G1 et G2 et de celui dans lequeialatllent dans la résolution du probleme « méutiats ?

5.3 Les moyens effectivement mis en ceuvre

La plupart des étudiants n'ont pas seulement peopiss moyens a mettre en oceuvre, mais en ont
effectivement mis au moins un en ceuvre. Etudioossgllus précisément pour commencer chaque praaucti
d’étudiant afin de préciser sa nature. Il s'agitrejeérer si I'étudiant propose une démonstratiorsda2 ou bien
une preuve dans G1. Nous renvoyons le lecteur &a¢Beff 1982, p 263) et (Jore 2006, p 430) pour une
explicitation de ces deux termes.

On obtient les résultats suivants pour les moyéestevement mis en ceuvre :

Modalité Effectif| %

MDa : démonstration correcte dans G2 7 6 40 % des propositions sont ¢

T - - N 0
MDb : demonstra‘uo? mcqmplete dans|G212 11 CrETS Ao RS ©2,
MDc : (AB) est la médiatrice de [CD] 4 4 6 % seulement sont correctes
MDd : démonstration incorrecte dans G2 21 19
MDe : preuve-correcte‘ dans G1 40 37 45 % des propositions sont des pret
MDf : preuve incompléete dans G1 4 4 dans G1
MDg : preuve incorrecte dans G1 4 4 31% sont correctes
MDh : pas de preuve ni de démonstration16 15
Total : | 108 | 100

TAB 2 — Tris croisés sur le nombre et la nature des eneyproposeés .

Ce tableau met en évidence qu’il y a a peu présnaute propositions qui se situent dans G2 (40
dans G1 (45 %), mais avec beaucoup moins de réuskt % de celles qui essaient de mettre en ceunge
démonstration dans G2 sont correctes, tandis quié 8@ celles qui mettent en ceuvre une preuve dane G
sont. Le degré de difficulté n'est évidemment pasriéme : la preuve peut étre effectuée par unelesimp
application de la définition de la médiatrice palieu et perpendiculaire, il suffit de vérifier, n® I'avons dit,
visuellement ou a I'aide I'équerre, que la drol@] est perpendiculaire a (AB) puis qu’elle pasae @, tandis
gue la démonstration nécessite entre autres deittila contraposée du théoréme de Pythagore. iQil, icest
question d’aucun triangle mais seulement de cerciegui rend le théoreme difficile & mobiliserr Béleurs, il
s'agit d'utiliser la contraposée du théoreme et leothéoréme lui-méme, ce qui est plus délicat. étesliants
sont habitués a mobiliser le théoréme pour calauherlongueur manquante dans un triangle rectangles un
peu moins a utiliser la contraposée, surtout pauifigr non pas qu’un triangle n’est pas rectangtajs que
deux droites ne sont pas perpendiculaires. L'aafioni est en effet éventuellement effectuée entréargle
rectangle » et «théoréme de Pythagore » mais p&® & droites perpendiculaires » et «théoréme de
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Pythagore ». Une autre difficulté vient s’ajouteix gprécédentes : la définition de la médiatricesnaméne a
chercher si (CD) est perpendiculaire a [AB], maifaut en fait étudier d’abord si (OC) est perpentiire a
(CA) !

Le nombre important d’essais de démonstrations maante les étudiants ont bien compris la régleatirat
didactique a ce niveau : il s’agit de travaillergtéférence dans G2. Mais leurs connaissancesrgiétences ne
leur permettent pas d’élaborer entierement une détration correcte.

54 Analyse implicative sur 'ensemble des variables
L’analyse implicative permet d'étudier simultanérmtmutes les variables. Elle est & nouveau effecauec

la théorie classique et la loi binomiale, compteutele I'effectif relativement restreint. Le grapimeplicatif
obtenu est le suivant :

\ i Preuve
€ propost 3: : ML plet euve correct . N _
BIf-a i d Inco lete
aucun oye Pense se situ ans G2 p

dans G1 et G2 dans G1
Ne propost .
aucune preu»{eluﬂ?-h
Ho.2

Pense se situr
dans G1

HO.1

Démonstrafior
correcte d:ims G

{ms

Hio.4

HO.5

I Se situe Pense se Sittn . .
' dans G1 dans G2 d 0 ~
1 moyen I _I:
L proposé
oz
FIG. 7 — Graphe implicatif sur la situation médiatrice
5.4.1 Lien entre le nombre de moyens proposés et les paigmes géométriques

Deux implications expriment le lien entre le nombeemoyens proposés et les paradigmes géométriques
MM —-c - MA —a : lorsque plusieurs moyens sont proposés, cedaminoyens dans G1

MA -b - MM -b : lorsque les arguments reléevent de G2, il n'y gu'an

Plusieurs éléments permettent d'interpréter cediosis.

Pour ceux qui se situent dans G2, une référenamatnat didactique dans la classe de mathématioeets
étre utile : il est habituel de repérer que plusiedémonstrations d’'une méme propriété sont p&ssilvhais
gu’une seule suffit ; quand on a effectué une détnation, on sait que la propriété étudiée eskyiibin’est pas
nécessaire d'en effectuer une seconde. En outres bacas présent, il est déja difficile d’aboudirune
démonstration correcte, il est peu probable quétediants puissent en effectuer deux différeritlesy’'en ont
donc ni I'idée, ni les moyens. Enfifa consigne « conclure » invite finalement a répend la question « la
droite (CD) est-elle ou non la médiatrice du segmi&B] ? » et donc a mettre en ceuvre ces moyamspdu’'a
chercher une liste de moyens possibles.

Ainsi, pour proposer plusieurs moyens, il faut ibees dans G1, ou effectivement plusieurs démarsbes
possibles. On peut par exemple, vérifier la perpetarité de (AB) et (CD) a I'équerre puis que @ &g (CD),
ou encore que C et D sont a égale distance dedA Btavec un compas. On peut également tracerdaatriée
de [AB] (a la régle non graduée et au compas @uradle graduée et a I'équerre) puis s'assurerepérement
gu’elle se superpose a (CD).
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Par ailleurs, I'analyse du tri a plat précédeneenps de mettre en évidence le faible taux de détrations
correctes dans G2. On retrouve les démonstratmusriectes dans I'analyse implicative par le lien :

MA -c - MD —d : lorsque les arguments relévent de G1 et de I32aiprésence d'une démonstration
incorrecte dans G2.

L'analyse implicative permet ainsi de caractériesrdémonstrations incorrectes par le fait queesdadi se
situent a la fois dans le paradigme G2 et danatadigme G1, ou plus exactement dans un pseuddigara
qui tient a la fois de G1 et de G2 ; il ne s’agihd pas en général de I'utilisation d’un théorémere mais de
utilisation incorrecte d'un théoréme exact : lepdthéses ne sont pas des informations donnéed’danancé
ou obtenues a partir des informations initiales parraisonnement hypothético-déductif (ce qui refait
effectivement de G2), mais des informations lueslsudessin (ce qui releve alors de G1). Ceci perlee
confirmer l'importance de la prise de conscience Ipa étudiants des paradigmes G1 et G2. En effain
travail reste a faire du point de vue de la corszaise des théorémes, un travail encore plus impogst a
effectuer avec certains étudiants sur la naturénglesthéses utilisées dans I'application de cesrémées.

5.4.2 Analyse de la lucidité des étudiants du point de vides paradigmes géométriques G1/G2

Le graphe implicatif met par ailleurs en évideréutidité des étudiants, avec les liens suivants :

MP-a - MA-a (indice d’implication : 1) : quand I'étudiant pense situer dans G1, c’est le €as

MP-c - MA-c (indice d'implication : 0.98) : quand I'étudianempse se situer dans G1 et dans G2, c’est
également le cas.

MA -b - MP -b (indice d'implication : 1) : quand I'étudiant séue dans G2, il le sait.

Rappelons que dans I'analyse implicative, les lismgont toujours d’'une variable vers une autrdfelotif
supérieur ou égal. C'est I'effectif de ceux quismnt pas lucides en pensant travailler dans G2t alors
que ce n'est pas le cas qui créent ainsi le sercesgldiens : I'effectif de ceux qui pensent seesittians G1 ou
dans G1 et G2 est ainsi inférieur a la réalité imaqde celui de ceux qui se situent effectivemertsdG2 est
inférieur a celui de ceux qui pensent se situes a2

Il est possible d’affiner cette analyse de la litéicen étudiant les liens entre les moyens effeatient
proposés par les étudiants et ce qu'ils penseldulgroduction du point de vue G1/G2.

Si on s’intéresse a ceux qui pensent se situer Ghson obtient les liendMD —a -~ MP- b(indice
d’'implication 0.96) etMD -d - MP-b (indice d’'implication 0.92) : quand l'étudiant gente une preuve
correcte ou incorrecte dans G2, il pense effectar@nse situer dans G2. Une autre question auréit ét
intéressante : « pensez-vous que votre démonsiratib exacte ? ». Celle-ci n'a pas été posée eteopeut
déterminer la lucidité des étudiants de ce pointute mais ces liens montrent que la forme de taocaétration
permet aux étudiants de repérer un travail relevd@t G2. Par contre, il n'y a pas de lien fort
MD -b - MP-b(indice d'implication seulement 0.69): certainsuddants qui effectuent une preuve
incompléte dans G2 ont finalement conscience deawe vraiment travailler dans G2. Ces démonstrations
considérées comme incomplétes présentent des lh&2, mais pas un raisonnement abouti et unee et
ces étudiants s’en rend compte, ce qui explique gelasi absence d'implication.

Si on s'intéresse a ceux qui pensent se situer @&hson obtient le lienMP-a - MD- e(indice
d’'implication 0.97) : quand on pense se situer dahsnon seulement effectivement on a travaillésdah, mais
en effectuant une preuve correcte ! Rappelons qstilrelativement facile, comme nous I'avons déjaligué,
d’obtenir une preuve correcte dans G1, alors astl plus difficile d’obtenir une démonstration emte dans
G2.

L'analyse implicative permet ainsi de monter quéesi performances des étudiants du point de vula de
démonstration sont encore trés en deca des résattandus, un objectif de la formation a en grgpaléie été
atteint : une majorité d’étudiants est globalengamtsciente du paradigme géométrique dans leqeetreliaille.

12| faudrait & dire « c’est en général le cas msda mesure ou il s’agit bien sir de quasi-impiicastatistique
et non d'implication formelle. J'évite néanmoinsiduter « en général » partout pour alléger leatiss;
d’autant plus qu’ici, bon nombre d’implications atgs indices relativement élevés.
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6 Conclusion

L'analyse implicative nous a permis dans ce tragaimettre en relation le langage et les procédigdrcé
utilisées dans la construction d'un triangle regtampar des futurs professeurs des écoles en famizitiale.
Une des conclusions importante est que l'autontaiisade procédures de construction est un freiew |
formulation et a leur justification. Les étudiastat alors amenés a exprimer les constructions alafsngage
trés lié aux gestes et aux instruments, au lietilider le langage géométrique. Ce défaut de laaghg a une
difficulté a justifier la procédure utilisée, indig que les étudiants sont alors enfermés dansrbaigene
géométrique G1, incapables d'expliciter les obgéométriques utilisés, leurs relations et leursppétés,
éléments essentiels du paradigme G2. Les conséspiatiordre didactique sont immédiates : un travail
spécifique sur le langage doit étre effectué aescéleves dans la description des constructions @dnpour
leur permettre ultérieurement de travailler dans G2

Par ailleurs, le travail autour de la situationtpémne « médiatrice » a mis en évidence les ingufties de la
formation du point de vue de la mise en ceuvre deodétrations correctes, mais aussi une relativeaefté de
la formation proposée du point de vue de la luéidies étudiants autour des paradigmes G1 et GZ&fautd
d’'étre capables de résoudre le probleme correctedsms G2, les étudiants sont, pour la plupart ainsn
capables d'identifier le paradigme géométrique dagsel ils se situent. Cette évolution positiveoart terme
mériterait bien entendu d’étre réinterrogée a g terme. Elle justifie en tous cas de poursuivmetravail
dans cette voie.
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Summary

In a research about the geometrical paradigms @1G& a device of formation was set up with thenEne
preservice elementary schoolteachers. This papanssthow the implicative analysis allows to studyké
between the procedures of constructions with raled compasses and the language used to describe the
corresponding scenarios of constructions. It isadbeasion to draw up the balance sheet on certéla of the
students in the beginning of training. It also a#oto analyze the lucidity of the students from ploént of view
of their relationship in paradigms G1 and G2. khien the occasion to estimate the efficiency eftthining.



