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Resumen.La deteccion de los obstaculos epistemolégicdsc@so su origen y la manera de afrontarlos,
constituyen una parte primordial en el estudio ketho didactico ya que esto permite elaborar una
metodologia que proporcione una buena respuestaaligjo establece una caracterizacion inicial stese
conflictos relacionados con las funciones elementalna parte importante de los contenidos dedaftamza
Secundaria en Espafia. Se expone el uso de C.Har@. gbtener un tratamiento automatizado de la
informacién, que respalde la experiencia docente wta perspectiva objetiva y global, en el analigs
cuestionarios realizados por alumnos de segundo de Educacion Secundaria. Concluye el articulo
marcando algunas dificultades que se presentahestuelio de estas funciones, unas ya conocidag yson,

por tanto, confirmadas y otras que para los aute@gsentan una novedad.

1 Introduccion

El estudio de las funciones elementales; las furesdineales, afines, cuadréaticas y de proporditahl
inversa, son una parte importante de las Matensatjoa debe adquirir un alumno de Educacién Secianear
Espafia. Estas funciones constituyen el inicio dgul suele denominarse Calculo. Sin embargo, ss\abgue
en su ensefianza se procede de una manera forma nlgebraica. Esto constituye un catalizador @etas
dificultades posteriores en aprendizajes sobreidues y errores muy asumidos por los alumnos, @e$,pes
facil justificar un estudio profundo que detectgetilGamente las causas de estas dificultades ynoarejue
pautas para el establecimiento de una metodolagiecéica.

Identificar el origen de obstaculos, en la ensediate estas funciones, es necesaria no sélo a £fdeto
realizar un diagnoéstico de la situacion y la marggaafrontarlos, sino como herramienta para establel
funcionamiento de los conocimientos relativos ae estber. Ello posibilitara establecer alguna ingyémi
didactica que anule o minimicen esos obstaculogoy, supuesto, determinar una forma de ensefianza mas
adecuada.

Las Ciencias de la Educacién, como ciencia soai@ €s, se sirven de métodos de investigacién con
marcado talante estadisticos tanto cuantitativooconalitativo. Si bien esto permite conocer diveraspectos,
sobre todo cuantitativos, no es menos cierto qualssstra cierta limitacién para reflejar los hectioicticos
ligados al conocimiento estrictamente matematice sg generan en el aula. El profesor de Mateméliaas
debido desplegar toda su imaginacion para elahgramétodo ingenuo para reflejar tales hechos, métod
generalmente, basados en sus intuiciones, o cesepersonales, adquiridas por la practica docenpar su
propia experiencia como alumno en el caso de pr#esmenos experimentados. Sin duda son métodos que
aportan una vision subjetiva y dificilmente comuabie, aun en el caso de que dicha vision puedadesuada a
la situacion estudiada. Se hace necesario obtereeperspectiva objetiva y general que pueda sémigute
comunicada, y eso implica disponer de un protobalkado en el uso de programas de ordenador desfimopd
general que refuten o avalen ese proceso ingersamlban la intuicion o la experiencia del profeste estas
dificultades que encierran ciertas destrezas mditessa

2 Proceso de ensefianza.

El proceso de ensefianza se llevd a cabo con ehamde y una Unidad Didactica disefiada para la
experiencia (Ulecia, M.T., 2005). En el modelo daidad Didactica se propicia un cambio de perspacth el
uso de las nuevas tecnologias para la ensefianias ddatematicas. Sin abandonar el modelo expositivo
tradicional, se propone la potenciacion de la bédguy por tanto de la investigacion) por parteed¢lidiante
de informacion significativa, a través del uso derdimientas informaticas que impulsen el interés la®
Matematicas.
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La propuesta didactica que desarrolla la Unidada€lida se basa esencialmente en el andlisis mswude
la parte matematica que compete y de las formasalele la Unidad, tanto por el profesor como paiwhno,
en donde se pacta la necesaria complicidad de ¥stas adaptaciones al medio. Este modelo de Unindéste
en la necesidad de un disefio ordenado abiertol sengdo de que el profesor pueda afiadir elemeantias
Unidad y modificar su uso, para poder adaptatibdiversidad personal de sus alumnos sin queb& dehacer
todo el proceso pactado. Evidentemente, en estdadrse incorporaran actividades con ordenador aleietr
marco de trabajo que acuerdan profesor y estudiante

Al desarrollar la Unidad se establecen aquellaisidaties incluidas en ella, pudiéndose ver tansddeel
enfoque de la Resolucién de Problemas como désdareo de las Situaciones Didacticas. Evidenteaesit
profesor puede promover nuevas actividades no cii#e en la Unidad, que se incorporaran a la migeim,
también los alumnos pueden proponerlas si se dasel

El modelo propone un tipo de aprendizaje que reguaactuacion en el aula con una metodologiaaeti
investigadora. Con ella se trata de aprender andprea "descubrir’, ya que el alumno utiliza denara
adecuada técnicas activas, construyendo su prppémdizaje a partir de experiencias. Pero en esteepo de
ensefianza, toda actividad y toda experiencia, siebguiada y orientada por el profesor, asi comeeecada en
la estructura conceptual del alumno, utilizandapdimientos y metodologia idoneos y adecuadosddd. En
este proceso constructivo interno (proceso degasizacion cognitiva), el alumno aprende al procecun
conflicto cognitivo, es decir, una contradicciorirerio que el sujeto sabe y lo nuevo que se leeptasEs claro
que este aprendizaje depende del grado de desaynalhduracion de las experiencias y conocimieptesios
del alumno, asi como de los aprendizajes subyax&mda Unidad propuesta, esto se lleva a cabatia ga la
realizacion de una serie de actividades que emiinesitalumno a distintas situaciones en las que debstruir
el conocimiento matematico mediante la resoluciéinpdoblema planteado en la situacion como respuetis
exigencias del Medio.

Ademas, el modelo didactico se basa en los sigeseaxtiomas metodoldgicos generales:

Al- Los contenidos matematicos deben estar seleadas y ordenados con una estructuracion clara que
resalte sus relaciones.

A2- La actuacion del profesor debe estimular laeBanza activa y reflexiva, posibilitando que lagvahos
descubran y construyan una parte relevante dedoeseptos seleccionados a través de su propio ¢ralmj
experimentacién y observacion.

A3- El profesor debe tener una idea clara de to®cimientos previos que poseen los alumnos sabre
tema que se va a comenzar a trabajar.

A4- Las actividades deben facilitar varios nivetks profundizacion, y de detalle en el desarrollosde
resolucién, posibilitando que todos los alumnogdaun aprender algo nuevo y extraer sus propiasusiones

A5- Las actividades y situaciones problematicasdeder cercanas a las vivencias personales daloses
e incorporar aspectos ludicos de las Matematicasatados con la Historia, el Arte y su entorno.

3 Aplicacion del Programa C.H.I.C.

La utilizacion de C.H.I.C. en nuestra investigac{titecia, M.T., 2005) se realiz6 sobre unos cuestims
que alumnos de segundo ciclo de ESO realizaroreseltema de funciones elementales. Esta aplicawén
sirvio para poder tomar decisiones sobre los misgmgue C.H.I.C. permite clasificar tanto las pigs como
a los propios alumnos por sus respuestas.

Andlisis a priori de los cuestionarios disefiados:

Este andlisis sigue la linea de trabajo iniciada (@rus P. y Pitarchi, I., 2002), utilizando el mis
instrumento didactico para modelizar el razonamieddl alumno. Es decir, se utiliza el andlisis lbgao
(Chandon, J.L. y Pinson, S., 1980), en el que pationde una matriz booleana de doble entrada, amaatriz
a priori del cuestionario (MAP), se caracterizas paeguntas de éste segun los diversos destrezasanidos
matematicos asociados a dichas preguntas; estwedgfrtas variables binarias utilizando el diditpara el
caso que la pregunta conlleve esa destreza yaie0gb caso contrario. Las respuestas se han udid@en una
hoja de calculo Excel, resultando la matriz ampm@APT. Los resultados del analisis nos ayudanaatimar
decisiones respecto de cada uno de los tests gctuaf modificaciones si parecen pertinentes pageat un
mejor aprovechamiento de los mismos.
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Analisis a posteriori de las respuestas de los alumnos al cuestionario:

Por ultimo se utiliza C.H.I.C. sobre la matriz de#a$ que representan las respuestas (correctaéot@rde
los estudiantes. De esta forma se realiza el estdiosteriori del cuestionario. Los grafos y &badjjue se
obtienen permiten analizar los resultados de laglemtes con respecto a su trabajo matematico.

3.1 Cuestionarios.

Para la experiencia se confeccionaron cuatro tekfwimero trataba de establecer el nivel de coniento
de cuestiones previas al tema “Estudio de funcietesentales”; el segundo, de comprobar la comjinerie
los conceptos y técnicas béasicas que el alumna tendicho tema (este test se consideraba necesal@oque
se daba la situacion de experimentar con alumno$osiedos cursos del segundo ciclo de la Educacion
Secundaria Obligatoria, 3° y 4° de ESO); el tercawotenia las mismas preguntas que el segundo pero
reordenadas de otra forma y, por Ultimo, un testpglementario que pudiera medir el estado de affareao
del estudiante en lo tratado.

En este articulo, por razones obvias, nos ocupaesdtd de dos de ellos. Hemos elegido como mas
interesantes los dos de Contenidos basicos yaogealizaron los alumnos dos veces: antes y desfmidse el
profesor desarrollara con sus estudiantes la Urldidéictica “Estudio de funciones elementales” (Rdig M. y
otros, 2005). Este test consta de 19 preguntase(@idias en el Anexo) y su objetivo es, como henoosenitado
anteriormente, ponderar la capacidad de los alarenccuestiones que pueden ser consideradas bdsieata
Unidad Didactica.

3.1.1 Test de Contenidos Basicos.

En el proceso matematico, en todos los nivelesadekdlemental hasta la investigacion, aparecéitaltiad
de la relacion entre el lenguaje y su significatEsde la expresion algebraica y el objeto queesepta hasta la
idea matematica que subyace. Esta dificultad escedmente palpable en los niveles de secundandelel
alumno se enfrenta al reto de asociar una expresid una regla o funcién, que para mayor confutsidrbién
tiene una representacion grafica, siendo un todopgnsamos que es necesario que el alumno sediareili
desde las primeras etapas educativas.

Asi el cuestionario ha sido disefiado para diagrerstios diferentes estados de esta relacion bipolar
algebraico- geométrico que subyace al estudio slfuiaciones. Este proceso de formacion del concepto
epistemologico. Sélo cuando en Matematicas se beado completar de forma biunivoca la expresion
algebraica y su representacién geométrica se pieede la seguridad de que el conocimiento es cotere
completo.

En el caso estudiado es especialmente importasterdar que el alumno aprenda como debajo de una
ecuacion (en este nivel muy sencilla) hay un comcepe puede ser visualizado en forma de grafias N
atrevemos a afirmar que esta idea tiene mas imuataldn que conozcan los primeros tipos de fuesiajue,
por otro lado una vez asegurado este aprendizgeltan muy sencillas.

Como anécdota representativa se puede ver en lmdedrde jerarquias que las funciones constantes
representan mayor dificultad que otras mas conglejamo la lineales o las cuadraticas, y es dehida
expresion “no dinamica” de dicha expresion, quedepende de una variable sino que se plantea como un
constante o nimero. Con una buena fundamentaclémétedo grafico de representacion esta dificutfadda
subsanado.

El cuestionario se ha elaborado siguiendo las idaetriormente expuestas. Una decision técnicdafue
linealidad de la dificultad de los conceptos pregdos con el fin de que unas preguntas no llevassras y
poder medir de la forma més aislada posibles las@mientos de los alumnos, tanto en el test presio en
el posterior a las actividades.

Asi las metas de los cuestionarios han:sido

1.- Reconocer la expresion algebraica de: funciocmsstantes (Preguntas 1 y 4), funciones lineales
(Preguntas 8 y 19), funciones afines (PreguntduBlciones cuadréaticas de vértice el origen de ewmdas
(Preguntas 9y 10).

2.- Reconocer la gréfica de: funciones constarfesg(inta 16), funciones lineales. (Preguntas 3,y 3
funciones afines (Pregunta 12), funciones cuadsiie vértice el origen de coordenadas (Pregufitpd 3).
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3.- Disponer de una mecénica eficaz a la hora geesentar graficamente, a partir de su expresion
algebraica, las funciones: constantes (Preguntalib@gales (Preguntas 3, 8 y 19), afines (Pregubtgs6),
cuadraticas de vértice el origen de coordenadag(tas 4, 7, 10 y 11).

4.- Disponer de una mecanica eficaz a la horamallaartir de su gréfica, la expresion algebraiedas
funciones: constantes (Pregunta 16), lineales (ftag 8 y 19), afines (Pregunta 17), cuadraticagédice el
origen de coordenadas (Pregunta 18).

3.2 Andlisis a posteriori del test Previo de ContenidoBasicos.

Para el andlisis exploratorio del primer test det€oidos Basicos, ,I(test previo), se utiliza una matriz
booleana de doble entrada, denotada por JERTy definida a partir de las respuestas de los absmin la
matriz aparecen 19 variables binarias:

Acertar la pregunta i del tesp TT,AP;) con i=1,...,19.

Una vez introducidas las respuestas en una hojaalbeilo Excel, utilizando el digito 1 para el caso
afirmativo y el O para el negativo, resulta la nzatfPT,EX .

3.2.1 Arbol de similaridad entre las preguntas de F relativo a MPT,EX.

Se aplica el programa C.H.I.C. a esta matriz pdn@ner entre las 19 preguntas del test: El arbol de
similariad y el arbol jerarquico de cohesion. Uitetio estadistico nos permite conocer cuales ssmileles
significativos del arbol de similaridad entre todos los niveles bp constituyen. Estos son los niveles donde se
forme una particién y las clases estén mas de dewem los indices de similaridad iniciales. Ya gunecada
nivel del arbol se forma una clase donde la siididat es menos buena que la de las clases formadas
anteriormente y mejor que la de las clases quedmiven formarse. Por tanto, seran estos nivelesgjles
particularmente interesa interpretar y que el @ogr C.H.I.C. proporcionan rojo en la constitucion de la
jerarquia.
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Fig. 1: Arbol de similaridad entre las preguntas THerelativo a MPTEX.

Este arbol nos muestra dos clases de similaridadsq dividen a su vez en dos subclases. A la déstas
niveles significativos hay que destacar las clases:
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Clase de similaridad [Csg,]: El porcentaje medio de alumnos que contestaron diks preguntas es del
36%, lo que la coloca, en cuanto a aciertos, eqdlper lugar, delante de la clase [gsEn ella encontramos
cuatro nudos de los cuales los dos primeros saiifisativos. El primero, el mas significativo dedtoel arbol,
agrupa las preguntas ¥ P, y se encuentra en el nivel 1 con un coeficientsimiaridad es del 0,987625.

En la pregunta Pse pide la expresion analitica de una funcion teos a partir de la grafica y la han
respondido el 35% de los alumnos. En cambio, eprégunta nimero 4 el porcentaje de aciertos sube
ligeramente al 41% y plantea un ejemplo de clzsifdn de una funcion lineal expresada en formficgra

El siguiente nudo, también significativo, asoeia preguntas anteriores con la 18; se encuenghrivel 5
con un indice de similaridad de 0,909688. En eheimdo de esta pregunta aparece una expresionl cerbal
término “ndmero real” lo que podria explicar quehi@yan acertado sélo el 29% de los alumnos y que la
convierte, junto con la preguntasPen las preguntas de esta subclase peor contestada

El dltimo nudo de esta clase agrupa todas las ptague [Cg] y esta en el nivel 12 (indice 0,655373).

Los siguientes nudos significativos pertenecenarkaclase, [Gg].

Clase de similaridad [Cg]: Con un porcentaje medio de aciertos del 38% delomnos. Las funciones
tratadas en estas preguntas son de los cuatra tpostante, lineal, afin y cuadratica El primedaou
significativo aparece en un nivel bastante bajeglr® de 17 niveles, y agrupa lasRy P;-.

Las dos primeras estan ligadas por un nudo nofisigtivo, en el nivel 3 con indice de similarida®16183,
(acertadas ambas por el 35% de los alumnos). S#epecmmprobar con los enunciados que para contestar
acertadamente a estas preguntas es necesario gecdacgrafica de ciertas funciones expresadasoanaf
analitica, destreza que, generalmente, dominanigeatumnos.

Los siguientes nudos significativos aparecen yaieeles bastante bajos (niveles 11 y 14). Dentrdode
nudos no significativos el mas alto esta, en aliség nivel, en la clase Gs

Clase de similaridad [CsJ]: El primero de los nudos no significativo agrupa &ciertos de las preguntas P
y Pi>(con un indice de 0,978362). Vemos que en estagipias se plantea el paso de la expresion anditea
grafica y viceversa. En ambas la opcion correadab (Ninguna de las opciones anteriores), es,datre las
tres primeras opciones de respuesta no se dabaézta.

En la pregunta B se trata de reconocer la expresion analitica @efuncion afin que est4 expresada
graficamente que suele encerrar mas dificultad ejuygaso en sentido contrario. El paso mas sen@kola
expresion analitica a la expresion grafica) errégpnta P se complica al cuestionarse los cortes con |asdge
coordenadas, a pesar de tratarse de una funciétaote. B, P;, junto con la pregunta;Ron las preguntas peor
contestadas. En el enunciado de esta Ultima preguyatrecen tres expresiones de una misma funoigai:lidos
algebraicas y una verbal, en la que se encuentrauelo contenido el término de “nimero real”. Bstalria
explicar tan mal resultado: sélo el 18% de losdianhtes han contestado bien.

3.2.2  Arbol jerarquico de la matriz MPT ,Ex.

El programa C.H.I.C. aplicado de nuevo a la maiZT,Ex nos proporciona el arbol jerarquico para realizar
un analisis de cohesién implicativa:
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Fig. 2: Arbol jerarquico entre las preguntas derélativo a MPTEX.

Se pueden apreciar en el arbol anterior ocho cldsaohesion con dos cohesiones simétricas y diasnu
significativos. El mayor nivel de significacion el 1, cohesion 0,982) agrupaAPs; y T,AP4.El segundo y
ultimo nudo significativo aparece en el nivel 6hesion 0,719, y agrupa las preguntas: 5, 17, @y 1

Preguntas que en el arbol de similaridad, Fig.alestaban préximas con nivel significativo impotgan
vuelven a aparecer implicadas en éste. Exponeroostauacion estos casos.

Las preguntas # P, P;; y Pis que forman parte de la clase {gdel arbol de similaridad, siguen estando
agrupadas en el arbol jerarquico de cohesion. égymta 11 que en el arbol de similaridad aparectimenivel
bajo, en éste pertenece al nivel 3.

En este arbol se obtiene un primer nudo significaén el nivel 1, que es el mas importante de tada
jerarquia, y dos no significativos en los nivelgs3

Clase Cg
T2AP5 — {T 2AP5 - ToAPS} - ToAP11}

(nivel7) (Nivell) (nivel3)

Parte de las preguntas que formaban la segunds iG] en el arbol de similaridad, se subdividen en dos
clases para formar las primeras clases del arbobldesion, de ellas la Ces la mas interesante

Clase Cg
TAP, <«—> T,APy,
(nivel9)

Parte de la subclase [Gsdel arbol de similaridad se agrupa en el arbdrpguico de cohesiéon con un nudo
doble en el nivel 2
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Clase Ce
{T ,APs “—> T,AP;7} 2> {T APy > T,APg}
(nivel2) (Nivel6) (nivel5)

En el nivel sexto aparece el Gltimo nudo signifiague relaciona estas dos variables cohPl, y T>AP,

3.2.3 Conclusiones del andlisis a posteriori del test Prio de Contenidos Basicos.

La informacion proporcionada por el programa nasnite observar que para todas funciones elementales
(constantes, lineales, ...) los aciertos obtenidos(6mnstantes 35%; Lineales 36%; Afines 37% y Catachs
38%,) muy similares, sin decremento en las funcdanas complejas.

Solamente dos preguntas {FP;g) han sido contestadas correctamente por masrditdd de los alumnos.

No se relacionan adecuadamente la forma semejanteod graficas, destacandose dificultad de
distinguir dos graficas trasladadas Ademas, la relacion de pertenencia de un putdgeéfica de una funcion
no estd asumida por el alumnaPy3y Pss), incluso cuando lo solicitado es reconocer lositpes puntos de
corte de la grafica con los ejes de coordenadisEBta dificultad puede que se genere de la fatenpresentar
el estudio de graficas de las funciones elementales

Otra dificultad se presenta al reconocer y relaidas distintas expresiones de una funcion destas los
fallos a la hora de “Pasar de la expresion graita algebraica (Ry Ps)” o “Pasar de la expresion verbal a la
algebraica (Py P,)".

Se presentan problemas a la hora de reconocexgess@nes de los distintos tipos de funciones efeales,
constantes, lineales y cuadraticag FRy Pig preguntas unidas por los dos primeros nudos sigtifios del
arbol de similaridad).

Un nudo en el segundo nivel une las preguntag FP;, en las que la solucion era D (ninguna de las
anteriores) y que han sido las preguntas en lafguebtenido el peor resultado.

No manejan bien la expresion verbal, sobre todmdwman ella aparece el término “ndmero real” oasi |
grafica pasa por el origen de coordenadas (pregitB;,y Pig las dos primeras relacionadas por un nudo de
nivel 14).

En general, los resultados mas satisfactorios &s dbtenido en el paso de la expresién analitita a
expresion grafica @Ps. y Pio, preguntas asociadas por el nudo significativo delnl6), salvo cuando la
pregunta se complica con cortes con los ejes dalenadas (.

Existen solo tres implicaciones con un nivel defiemza superior al 85%, una de ellas simétrica.

Las dos primeras (nivel 1, cohesion 0,982 y nivaldhesion 0,882) no son implicaciones muy légipags
en ellas se interpreta que los estudiantes-alumneshan contestado correctamente a la funcion eréglla
también lo hacen con la mas complicada, es degiffuRcion constante} P, (funcién lineal) y B (funcién
lineal) B (funcion cuadratica).

La primera implicaciéon confirma la dificultad quecgerra para estos $lumhios el paso de la exprgsifica
a la analitica, incluso en el caso de la funciamstante,

La doble implicacion puede ser debida a que lascamies propuestas en ambas preguntas son simitares
los dos casos aparecen las gréaficas de funciamesidis o0 pardbolas.

Lo mismo sucede con la implicacién del tercer nifeglhesion 0,855) que va contra toda légica. Ea est
implicacion R (funcién constante) yffuncién lineal)> Py, (funcién afin). Una explicacion a esto podria ser
que en el caso de la preguntg, Panto en el enunciado como en las distintas gmles, se tratan de sendas
funciones afines, sin embargo en las otras pregugganezclan distintos tipos de funciones: cornstdineal y
afin. Lo que confirma que no tienen un deseableimiomen reconocer los distintos tipos de funciones
elementales.

3.3 Andlisis a posteriori del test Posterior de Contewios Basicos

Esta seccién se ocupa del andlisis exploratorioteieer test, realizado por los alumnos después de
desarrollar la Unidad Did4ctica en clase.
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3.3.1 Arbol de similaridad entre las preguntas de 7 relativo a MPT3EX
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Fig. 3: Arbol de similaridad entre las preguntas Herelativo a MPTEEX

Este arbol nos proporciona tres clases de simddri[Cg], [Cs;] Y [Css]. A su vez [Cg y [Cs;] se dividen
en dos subclases cada una: [Gs{[Cs11] = {T 3AP1, T:AP;, T3APs, T2AP14}, [CS19] = {T AP, T3APo, T3APg,
T3AP171} 5 [Cs o] = {T 3AP,, TsAPys, T/AP14, TsAPy, T3AP1gty [Css] = {[Cs3i] = {T 3APg, T3APg, TsAP13}, [Css)
= {T3APy,, T:AP T3AP13, T3:APig}}.Entre ellas destaca la clase [sque contiene tres de los cinco nudos
significativos del arbol y la [Gkcon los otros dos.

Clase de similaridad [Cg]: En [Cg], la subclase mas relevante es la;}[0sn la que aparece el nudo mas
significativo de toda esta clasificacion en el hitecon un indice de 0,933188, relacionanddF, y TzAP,
aciertos de las preguntagyPPj.

Esta subclase contiene cuatro elementg&P], T:AP;o, TsAPg y TsAPy7. El porcentaje medio de aciertos en
estas cuatro preguntas fue del 19%, que, como adragmos mas adelante, representa el peor denles ci
subclases. La explicacion podria ser que en tostas @reguntas se pide pasar de la expresioniemaliia
grafica o viceversa con la complicacion de tenecuanta un corte con los ejes)(Po si la funcién pasa por un
punto (Re, Ps y Pi7); a esto se afiade que en todas ellas la opciéesgaesta correcta era la D (ninguna de las
anteriores).

El nudo significativo aparece en el nivel 1 conimtlice 0,933188 y relaciona las variablegH, y TzAPo
enlas que se que se pide pasar de la expresionieaalia expresién grafica, en el caso de la pregirde una
funcién constante y en la preguntg Be una funcion cuadratica céncava. En ambos calspsrcentaje de
aciertos ha sido bajo (25% y 6%, respectivamente).

En el nivel siguiente aparece otro nudo no sigaiifi® que asocia las variablegAPg y T:AP;; con un
indice de similaridad de 0,925538. En las dos pregucorrespondientes a dichas variables se sblicial
alumno la expresion graficad)Po la algebraica () de sendas funciones afines en las que debiarprobar si
las funciones pasaban por ciertos puntos.

El dltimo nudo de [Cg] aparece en el nivel 6 con un indice de 0,7338laciona sus cuatro elementos. El
siguiente nudo significativo pertenece a la cl&sg,] y enlaza en el nivel 7 las variablesAPg y T;APg con un
indice de similaridad 0,708057.

Clase de similaridad [Cs]: De las dos subclases que forman la clase dg, [€3$a es la mas relevante pues
contiene el primer nudo significativo de la claSkporcentaje medio de aciertos fue del 69%, sidagwegunta
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Py la menos acertada de la subclase (63% de acisggsyamente porque en ella se cuestionaba eldeako
grafica de la funcion por el origen.

Este nudo que agrupa las variablgHg y TzAPg se encuentra en el nivel 7 con un indice de siiidd de
0,708057. Se observa en las figuras y que epr&ggintas correspondientes a dichas variableglisgaba al
alumno que reconocieran la gréfica de ciertas tumas (lineal en By cuadratica en § expresadas en forma
analitica.

Lo mismo que se requeria en la Ultima preguntastie ubclase (B relacionada con las dos anteriores por
un nudo no significativo que se encuentra en etlrixt (indice 0,443633). El porcentaje medio derdéas en
estas tres preguntas fue del 69%, siendo la pradggnta menos acertada de la subclase (63% de aciertos)
seguramente porque en ella se cuestionaba el pdagdafica de la funcién por el origen de cooedizs.

Los tres restantes nudos significativos de éstel &t empiezan a aparecer hasta un nivel bastafgear
(12 de 16 niveles).

3.3.2  Arbol jerarquico de la matriz MPT 3;Ex relativo a la matriz MPT 3Ex

Se aplica otra vez el programa C.H.l.C. a la maiZT;Ex para realizar el analisis de cohesion implieativ
se obtiene el arbol jerarquico que muestra nueagesl

[Ccy] = {TsAP3}; [Ccy] = {T 3AP4, TsAPs, TsAP1y, TsAPg}; [CCa] = {T 3APs, T3APg, T3APs, T:AP4}; [Ccy
= {T3APig}; [Ccs] = {T3AP1}; [Ccel = {T3AP1, T3APigh; [Ccq] = {T3AP13 T3APig T3APig}; [Cegl =
{T3AP17} y [Cco] = {T 3AP1g, T:AP7}.

Se aprecian en este arbol, contenido en la figigaiemte, una cohesion simétrica, que ademas es
significativa, en la séptima clase y dos nudos iggtivos mas en la segunda clase. El mayor ndel
significacion (nivel 1, cohesion 0,889) es el dedhesion simétrica que agrupsAP;3 y T:AP,.
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Fig.4: Arbol jerarquico entre las preguntas der€lativo a MPEEX

En este arbol de cohesidn implicativa aparecenigaihs preguntas que en el arbol de similaridad,3vya
estan proximas. Las variablesAPs, T:APs y T:AP;4 que formaban parte de la clase j[slel arbol de
similaridad, siguen estando agrupadas en el &béquico de cohesidn. Se obtienen dos nudos réirsios, el
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segundo (nivel 4) significativo. Aunque a un nibelstante mas bajo, en el arbol jerarquico de cohesiiste
otro nudo significativo que relaciona las varialdegeriores con otra variable, esta vez dg,JCs

Clase Co
{T3AP, — > {T3APs — T:AP}} — > T3APg

(Nivel 4) (nivel 2) (Nivel 7)

Las variables 3AP; y T:AP5; que, con FAPs y T:AP4componian la clase [¢$ del arbol de similaridad,
estan también asociadas en el arbol jerarquicollesodn por un nudo no significativo.

Clase Cg
T3AP3 — TsAP;

(nivel 3)

De la clase del arbol de proximidades jJCformada por TAP,, T:AP;5 T:AP; y T:APg conservan solo
T3AP; y T:APgsu agrupacion en el arbol jerarquico de cohesidmgfie estas variables sigan agrupadas en el
arbol jerarquico se puede observar en éste que agrapan con el resto de las de la clase)].[Ca cadena que
nos proporciona el arbol jerarquico de cohesién es:

Clase Cg
T3APsg — > T:AP,

(nivel 9)

La subclase del arbol de similaridad, {{is se subdivide, a su vez, en dos en el arbordaréo de
cohesionArbol 4, {T;AP13y TAPgh Yy {T 3AP3, ¥ TsAPy g} sin existir entre ellas cohesion implicativa. Esso
consecuencia de que su nivel en el arbol de sigdldrera bajo (nivel 13 de 16). El nudo que relz&i®AP, 3 y
T3AP4 es el mas significativo del arbol y, ademas, emilo nudo simétrico.

Clase Cg
{T3AP13 <« TsAPo} — > T3AP1s
(Nivel1) (nivelB)
Clase Cg
TsAP1, — T3AP6
(nivel10)

3.3.3 Conclusiones del andlisis a posteriori del test Psior de Contenidos Basicos.

La informacién proporcionada por el programa CErios permite afirmar:

Para todo tipo de funciones (constantes, linealéslos porcentajes medios de aciertos obtenidosepta
grupo son mayores que 45% vy, a diferencia del pestio T, estos porcentajes no son muy similares
(Constantes 61%; Lineales 70%; Afines 45% y Cuath&56%,).

Los peores resultados los han obtenido en las ptag®y P;o unidas por el nudo de mayor significado del
arbol de similaridad y & P;; relacionadas con las dos anteriores en el nivébs&x todas ellas la solucion era
D (ninguna de las anteriores).
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* Ha disminuido la dificultad cuando en el enunciamrece el término “n° real” {Py Pig,
preguntas asociadas por el nudo de nivel 3 enbel &@e similaridad, y un nudo significativo y
ademas simétrico en el arbol jerarquico de cohgsion

* Manejan el paso de la expresion gréafica a la aigedo viceversa, salvo cuando hay que reconocer
si la funcién pasa por un cierto puntgfPPs, unidas en el nivel 13 del Arbol de similaridad.

« Estos estudiantes-alumnos parecen conocer la “fodmastas funciones (preguntasyPP;» que
aparecen relacionadas en el nivel 10).

« Han mejorado en las preguntas en las que se legae@hncontrar la imagen para un cierto original
(Psy Pi5) 0 aquellas en las que es necesario reconocargséfica de la funcién pasa por el origen
de coordenadas {fPyy Pi3, las dos primeras asociadas por el segundo ngdiisativo).

« lgualmente, han mejorado en las preguntas enuase pide la expresion analitica de la funcion,
sea partiendo de la grafica o de una expresioral@elyy Pig, P1y Pio).

« En cambio, el rendimiento ha sido peor en alguegynta donde se cuestiona el corte con los ejes
de coordenadas £ P;7, unidas en el nivel 2).

* Sucede lo mismo en preguntas en las cuales haydgnotficar si la grafica de la funcion pasa por
un cierto punto (R Psy Piq, las dos Gltimas asociadas en el nivel 6).

« Existe sélo una implicacién con un nivel de cord@superior al 85%.

Esta doble implicacién R <— R, de nivel 1 e indice de cohesién 0,889, confirme, @ungque menor,
sigue existiendo dificultad cuando en el enunciaplarece el término “n° real.

4 Comparacion de los dos tests de Contenidos Basicos.

Anteriormente ya se expuso que las preguntas slelds tests de Contenidos Bésicos son idénticas vy |
diferencia radica exclusivamente en el orden deniasas (en el test previo se presentaron en qnamgresivo
de dificultad y en el posterior al azar). Por taegonecesario, como primera medida para la comparae
resultados, mostrar la equivalencia de las pregutgambos tests:

T, 1|2 3 4| 5 6 7 8 9 10 11 12 18 1a 15 16 17 8 19

Ts 1| 4 6| 2| 3| 8 19 14 5 6 17 1y 1 g 10 18 11 13 15

En este apartado cada pregunta la denotaremos skgtden del tercer test poniendo entre parénétsisl
segundo. Por ejemplo la pregunta ndmero 15 dekrtemst equivale a la namero 19 del segundo, por
consiguiente, la simbolizaremos de la siguienteaeraris (Pyg).

La informacion que resulta de los parametros estiadé proporcionados por el programa C.H.1.C. icors
el aprendizaje tan satisfactorio que han realizadoalosinos de este grupo experimental en este tema de
Funciones elementalgs que ha habido un aumento importante en los ptajes de aciertos de las preguntas
de los cuatro tipos de funciones: Constantes (6i& 8l 61%), Lineales (del 36% al 70%), Afines (8é% al
45%) y Cuadraticas (del 38% al 56%).

Sin embargo, de las diecinueve preguntas que fotosatests, ha disminuido el porcentaje de acieztos
tres: B (Pio), Pio (Pis) Y Pis (Pio)-

En el enunciado de la preguntga(Pyo) se puede que apreciar de las respuestas (B) m€3tran rectas de
pendiente igual a f(x) pero que no pasan por pupéotenecientes a esta funcién como, por ejemployro
(0,5). Por tanto la respuesta correcta es la (Dpiia de las anteriores. En la preguntg (Bs) la historia se
repite, esta vez para una funcién de segundo grado.

Por ultimo, como vemos en el propio enunciado @€MRs) ya se plantea el paso por el punto (-5,25).

Esto nos conduce a concluir que los alumnos de grsf@o experimental siguen sin poseer un deseable
dominio en reconocer si un punto pertenece o re grdfica de una funcién (ya sea de primer o dersby
grado). En cambio, en las preguntagf®,) vy P, (P11) que se cuestiona el paso por el origen de coadien el
porcentaje de aciertos ha mejorado notablemen2d%ea 63% y de 47% a 81%, respectivamente.

En cuanto a peor porcentaje de aciertos, detrissg@eguntas mencionadas anteriormerg€PR), Pio (Pis)

y Pis (P1g), se encuentransRP,) y Py; (Prp). Para contestar correctamente a estas pregusgadebe tener en
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cuenta los cortes con los ejes de coordenadadiidpia en estas preguntas, a pesar de ser mejestadas en
el test &, la mejoria ha sido ligera (de 18% enal25% en 7).

El numero de aciertos en las preguntas (Pig) ¥ Pis (P7), en las que aparece el término “n° real”, ha
mejorado aceptablemente (de 18% y 29%, respectivianen § a 56% en 7).

Las preguntas mejor contestadas del teston: B (Ps), Pis (P3), Pis (Pig), Py (P13), P12 (P11) Y Ps (Ps). Salvo
para la B5 (Pig), que es la mas sencilla de todas, para acet&s peguntas es necesario manejar el paso de la
expresion analitica a la gréfica o viceversa deifimes constantes, lineales, afines y cuadratieagédice el
origen de coordenadas, sin necesidad de comprolbas funciones pasan por ningdn punto. Se destakca
porcentaje de aciertos de las pregunta®R, Pis (Ps), Py (Pr3) ¥ Ps (Ps) que es mas del doble que en T

En cambio, las preguntas peor contestadas haragqiggllas en las que la solucion correcta era DgiNia
de las anteriores), lo que refleja una gran ingdgdrmor parte de estos estudiantes-alumnos.

La observacion, comparacion y posterior andlisitod arboles de similaridad, Fig. 1y 3, de latstd, y T;
nos permite afirmar que las dos clasificacionegmidhs en ambos tests son bastante parecidasaeto ulos
elementos de las clases obtenidas:

e La clase [Cg] del arbol de ¥, formada por las variables;APs, T:AP1, T:APs y T:AP;
(correspondientes a las preguntas de respuestctzob), es también [Gfde T, salvo la pregunta
P10 (P1s).

e Las clases [Gg] Y [Css;] de T; se agrupan, a excepcion da @) y Py (PL), para formar la clase
[Csy4] del arbol de 3. Esta agrupacién podria explicar que en el adrdrguico de cohesién dg T
(Arbol 8.6) aparece un nudo significativo (nivell 10) que une ambas clases.

e Las variables FAP35, T:AP; y T:APg de la clase [G$ del arbol de T (las preguntas de [gs
relativas a funciones cuadraticas) forman juntg,dM) la clase [Cg] de To.

e Las variables JAP;,, T:AP13y T:AP cde la clase [Gg] del arbol de T forman junto a P(Ps) y Pio
(P1s5) la clase [Cg] de To.

Sin embargo, la clasificacién obtenida en el testerior parece méas razonable. En ella aparecelasa,
[Csi], que contiene la mayoria de las preguntas peatestadas cuya solucion era D y, ademas, las piagun
mejor contestadas (salvo g PP;)) son elementos de [§sAsimismo, las preguntas en las que se cuestbna
paso por el origen estan en la clase][C§ por ultimo, todas las preguntas en las queeegsario conocer uno
de los cortes con los ejes de coordenadas (a e#oepita vez de la preguntagRPs)) pertenecen a la clase
[Csil.

En cambio, los nudos, sobre todo los que son gigtiifos, la situacidon en ambos tests es muy distin

En el test posterior, 3T el primero y mas significativo (nivel 1) de loados relaciona las variables de las
preguntas P(P,) y Py (P1s), Sin embargo, éstas en el test previoy Pis, ni siquiera pertenecen a la misma clase
de similaridad. El siguiente nudo significativo Tigno se encuentra hasta el nivel 7 y asocia lostaside las
preguntas P(Ps) Y Py (P14). Las variables correspondientes dg T2AP6 y T2AP14, aunque pertenecen a la
misma clase [} no se relacionan hasta el penultimo nivel debb{b6 de 17).

Anélogamente, en el test posterio, € primero y mas significativo (nivel 1) de loadwos relaciona las
variables T2AP3 y T2AP4, sin embargo, éstas eestlgosterior, Ry P,, tampoco pertenecen a la misma clase.
El siguiente nudo significativo de,T(nivel 5) asocia las preguntas anteriores cons. Pa variable
correspondiente de esta pregunta gnTBAP13, aunque pertenece a la clase de la comdamte a T2AP3,
T3AP16, no se relacionan hasta el nivel 16.

Por tanto, estos resultados confirman que el psoggeie se ha producido en los conocimientos des esto
alumnos del grupo experimenta de 4° de E.S.O. tam& de las funciones elementales ha sido bastatable
y podemos afirmar, con gran satisfaccién por nagsdrte, que dicho cambio, ademas, ha sido mugiyamsi

5 Conclusiones finales.

La focalizacion especifica en la actividad quediel@an las gréaficas y su expresion algebraica hguerlos
alumnos maduren en esta idea primaria del conogtmimatematico.

Con todo se destaca la necesidad de una metodalogfmuada a lo largo del proceso educativo si se
persigue una total comprension del concepto deidoppues aun después de la reafirmacion didaeticasta
direccion se encuentra un porcentaje nada desdeéaldstudiantes con errores.

Los porcentajes analogos, no dependientes de n@plepdad de las funciones sobre las preguntas,
demuestran errores mas profundos en los mecandenpsnsamientos que no responden a los conceptoa si
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malas fundamentaciones de técnicas de razonamigrgescillamente a una mala comprension de lasidea
matematicas que sélo pueden ser subsanadas wtdizas nuevas definiciones en dos vertientes: leatosl
objetos que introducen y las de los aprendizajedignen que incorporar a la forma de pensar detiesite.

En las preguntas cuyo enunciado aparece en lengojgano hay una similaridad en la respuesta gues
a las dificultades anteriormente expuestas, seeafade asociar las Matematicas con el lenguajeqodl.
Podiamos explicarlos como una ruptura del contladéctico en las que el alumno supone que una ptagu
matematica debe llevar un lenguaje propio, ajemalt®ente a las preguntas comunes. Este es un lygeho
permanece durante todo el periodo educativo inddggeincluso, la formacién superior en el que lanfa de
exponer las ideas parece tener que estar sometiddesnguaje semildgico y criptico, pervirtiendasehtido de
la expresién de la idea y la idea y su significado.

Extrapolando el caso particular de las funcionedehlaprendizaje general de las Mateméticas podemos
concluir que muchas veces el estudio de las Mateasése reduce a un mero control de un lenguagereatico
donde cualquier variacion produce desconciertonpogstar sustentado por las ideas basicas que leicoaje
pretende comunicar.
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Summary.

The detection of the epistemological obstaclesyels as its origin and the way to face them, cdots a
paramount part in the study of the didactic fastjteallows the elaboration of a methodology thaivjrles a
good response. The work establishes an initial acttarization of these conflicts related to the aetal
functions, an important part of the contents of seeondary education in Spain. The use of the CHis
exposed to obtain an automation use of the infdomatwhich supports the teaching experience with an
objective and global perspective, in the analydigwestionnaires carried out by second cycle obsdary
education students. The article concludes showfhgame difficulties that are presented in the gtoflthese
functions, some already known and which are, tlogeefconfirmed and others which for the authorsesgnt a
novelty.



Aplicacién de CHIC al estudio de las funciones elatales

Anexo
Los enunciados de las preguntas del cuestionaeeid’ide Contenidos Basicos estan expuestos en la
siguiente tabla :

1 gCua’I (e [as expresjgnes aigebraj,gas fesenhe Ja expresjg'n verbal “una funcion hace | 2. &Cudl de las siguientes afirmaciones relativas a la grafica de la funcion f{z) = 4 es correcta?

CDNESpOﬂdEF 7 Cada rimero &l pimero -1 (A) Es unalinea recta que corta a &l eje O enx = 4
: (B) Esunalinea racta que cotta a al eje OY en el origen
Win=-1 Bl =-r (Cf)=1 (0N, (C) No es una linea recta
(D) Minguna
3. La expresion algebraica de iz funcion fx) representada es; 4. ;Cual de las siguientes afirmaciones relativas a la grafica de una funcicn es correcta?

10

mﬁ

EEE R XN

(A} La funcion es constante
(B La funcion es lineal
(C) La funcion es afin .

(A) fx) =4 (B)Ax) = x+4. (Cy4. (D} Ninguna . | |(D} Minguna

Bt

5. Lagrafica oe fa funcion fiz) = —%x es: 6. Lz grafica de iz funcion y = 2xes

246800 [0 64 -2

A) (B) c (D) Minguna A) (B) () (D) Ninguna

7. iCual de estas afirmaciones referidas a estas ires expresiones de funciones ; i ; i i
"{5) = 2x,"la funCion que hace comesponder 3 cada umero real su dobie | |8 EI0E 1@ xpreskin elpebraica e la funcion fque cumple fa siguiente fabia ce valores

es correctat |5 |4

{A) Solo dos de ellas son expresiones de la misma funcion . !

[{B) Son las tres expresiones de la misma funcion . ﬂxj 25120

{C) Son expresiones de tres funciones distintas )

B i, Mf=5  BfR=3  (Cf)=3%5  (D)Nnguna.

10. la grafica de fa funcidn fx) = 2x+ 5 es

9. La vanable y expresada en funcin de x s2 escribe comoy = [~ Cudl e

afmaciones es correcta? m m m
(R)Ax=-5le comesponde y =6 ; : :
(B) Az =5 e comespande y = 4. . \ Y /’] e / o
(C) Ax=-5 e comesponde y =6,
(D) nguna 3 (A) (B) (C) (D} Ninguna
1 12. Eiige un nimero & para que ig grafica de la funcion: fx) = —2x+ & sea

11. Lagrafice dela funcidn fx) = x+ = verfica

2 1o
Es una recta que pasa por el origen. \Wl

(A)

(B} Mo es una recta. = v 7 T
(C) '

(D)

10

D] MHinguna . T (B) b — —3 (€& -0

(D) Minguna
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13. ;Cual de las siguientes graficas corespande a la de la funcion fx) = 2x%7

I

0)
8|
5
R

10,
8
5
N B,

14. La grafica de la funcion y = =1x* fiene forma de;
(A Linea recta gue pasa por el origen de coordenadas |

)

T e ey (B) Parabola que no pasa por el origen de coordenadas
T / m (C] Parabola que pasa par el origen de coordenadas .
(A) (B) (€ (D) hinguna (D) nguna :

15. jCual de las siguientes graficas corresponde & la de la funcion fx) = —%x‘?:

i A : 16, La race e @ o s una v 00 casa o el oum 25 ) Col e s
Q SUETES esqresnnes g2 e aesta fnon?

Sk B m T r\ W= BfF O Ol
(A) (B) <) (D} Ninguna

17. La oferia de unos zapatos viene expresada por la siguiente funcion del precio: O = fp?
La grafica que relaciona estas variables es

10

O

13 12
10 10
8

3
[ 05

Ti343

(A)

Td3dgsiidm

6
4
2
678510 R EEEE
-2
4
6
ki
-10

(B) ()

(D) Ninguna

18. Una funcion hace cormesponder 8 cace numero eal sy cuadracn. j Cusl e estas
afimaciones es conecta?

(A) La gréfica de esta funcion 25 una linga recta.

(B) La grafica de esta funcion es Una parabdla abierta hacia abzjo que pasa por el arigen de
conrdenadas .

(C) La gréfica de ecta funcion es inaparabolz ahierta hacia ariba gue no pasa por &l origen
e coordenadas .

(D) Ninguna

19. La funcidn que asocla a cada lado [f) el area del cuadrado (4)

A=5

ALCue area tiene un cuadrado de lzdo 3 cmi?

(A) Bord. (B) Bor?.  (C) Jonf,

)




